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 اتصال دالة عددية
  القدرات المنتظرة

  ؛بدالة متصلة و رتيبة              * ؛بدالة متصلة:  *  قطعة أو مجال ةتحديد صورـ 
........تطبيق مبرهنة القيم الوسيطية في دراسة بعض المعادلات و المتراجحات أو دراسة إشارة بعض التعابيرـ 
)ربة لحلول  استعمال التفرع الثنائي في تحديد قيم مقـ )f x λ=ذه الحلول؛ أو لتأطيره  
)،لاثبات وحدانية حل المعادلة  تطبيق مبرهنة القيم الوسيطية في حالة دالة متصلة و رتيبة قطعا على مجال ـ )f x λ= 
     
I- الاتصال على مجال– الاتصال في نقطة      

   الاتصال في نقطة-1   
     a /نشاط  

)                 ليكن  )fCمنحنى دالة عدية fآما في الشكل التالي :  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)من خلا الشكل آيف ترى المنحنى  -1 )fC 3  ثم عند النقطة ذات -1 عند النقطة ذات الافصول  

)أحسب / أ -2 )3f  و  ( )
3

lim
x

f x
→

  ماذا تلاحظ

)أحسب/ ب )1f     ماذا تستنتج -1 عند fأدرس نهاية   و −

  :     الجواب
) شكل المنحنى لمن خلا/ 1              )fC 1ان المنحى متقطع عند النقطة ذات الافصول  يتضح-   

  3           و متصل عند النقطة ذات 
)من خلال شكل المنحنى  -أ/ 2              )fCلدين     ( )3 2f )   و = )

3
lim 2
x

f x
→

=     

)نلاحظ أن                       ) ( )
3

lim 3
x

f x f
→

  3 متصلة عند النقطة fالدالة      لذا نقول إن =

)من خلال شكل المنحنى   -               ب )fCلدينا  ( )1 3f − )   و = )
1

lim 3
x

f x
+→−

)  و = )
1

lim 1
x

f x
−→−

=  
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)  -:  *نلاحظ أن     ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
+ −→− →−

  -1متصلة عند غير  fالدالة  نقول إن ≠

*                  - ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
+→−

=   -1 عند النقطة  على اليمن متصلةfالدالة نقول إن  −

                  *- ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
−→−

≠   -1عند النقطة  على اليسار متصلةغير  fالدالة نقول إن  −

  b /الاتصال  تعريف  
  Iصرا من  عن0x ، و I معرفة على مجال مفتوح  عددية دالةf لتكن             

) إذا وفقط إذا آان     0x  النقطةمتصلة فيfتكون           ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=  

        تعريف الاتصال على اليمين الاتصال على اليسار في نقطة
] معرفة على مجال على مجال من نوع  عددية دالةf لتكن              [0 0;x x α+ 0 حيثα         

) إذا وفقط إذا آان     0xالنقطةفي  على اليمين متصلةfتكون            ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
+→

=  

  
[ معرفة على مجال على مجال من نوع  عددية دالةf لتكن              ]0 0;x xα− 0 حيثα         

) إذا وفقط إذا آان     0xالنقطةفي  على اليسار متصلةfتكون            ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
−→

=  

    خاصية  
  I عنصرا من 0x ، و I معرفة على مجال مفتوح  عددية دالةf لتكن             

  0xالنقطةفي  على اليمين و على اليسار متصلةf إذا وفقط0x  النقطةمتصلة فيfتكون          

  تمرين
  
  :لات التالية  في الحا0x في f أدرس اتصال -1

   a  / 
( )

( )
0

sin 3 0
0 ;

0 3

xf x x
xx

f

 = ≠= 
 =

             b  /   
( )
( )0 2

2 1 2
2 ;

1 2

f x x x
x

f x x x

 = += 
= − ≤

         

   c/     
( )

( )
0

2

1sin 0
0 ;

0

f x x x
xx

f x x x x

 == 
 = − ≤

  

              −1 متصلة في f لكي تكون a حدد -2
( )
( )

3 1
1 1

f x x ax x
f x x x

 = + −


= − + ≤ −
  

   مجال الاتصال في-2   
  تعريف     

   Iالمجال مفتوح معرفة على عدية  دالة f لتكن          
 I  إذا وفقط إذا آانت متصلة في آل نقطة من I متصلة علىfتكون        

  

]   المجالمعرفة علىعدية  دالة f لتكن           ];a b  

] متصلة علىfتكون         ];a b وفقط إذا آانت متصلة في آل نقطة من   إذا] [;a b ومتصلة على يمين a 
 bو متصلة على يسار 
  

[بالمثل نعرف الاتصال على  ];a b و على [ [;a b و   ] ];a−∞ و على [ [;a +∞     

]   التمثيل المبياني لدالة متصلة على  ملاحظة  ];a bهو خط متصل طرفاه النقطتين اللتين إحداثيتيهما    

             ( )( );a f a و ( )( );b f b  
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  ل اعتيادية اتصال دوا-3  
        خاصية 

x  الدوال الحدودية و الدوال الجدرية و الدوال  x و cosx x و sinx x و tanx x متصلة على 
 آل مجال ضمن مجموعة تعريفها

 
   دالة الجزء الصحيح-4  
   
 
 
1n حيث n  يوجد عدد صحيح نسبي وحيد xلكل عدد حقيقي     x n≤ +≺  

  x يسمى الجزء الصحيح للعددn    العدد الصحيح النسبي 
     تعريف

   بجزئه الصحيح من x الصحيح هي الدالة التي تربط آل عنصر       دالة الجزء
)بالرمز  بهذه الدالة x     نرمز لصورة  )E x أو بالرمز [ ]x  

                        ( ) ! 1E x n n n x n= ⇔ ∃ ∈ ≤ +≺ 

      أمثلة
      ( )3,7 3E 3   لأن = 3,7 4≤ ≺                 ( )2,1 3E − = 3   لأن − 2,1 2− ≤ − −≺  

     ( )2 1E 1   لأن = 2 2≤ ≺                   ( )4 4E − = 4   لأن − 4 5− ≤ − ≺  

    التمثيل المبياني لدالة الجزء الصحيح
]                                   ∋nليكن          [ ( ); 1x n n E x n∀ ∈ + =  

]      إذا آان  [0;1x∈ فان ( ) 0E x ]              إذا آان = [1;0x∈ ) فان − ) 1E x = −  

]      إذا آان  [1;2x∈ فان ( ) 1E x ]              إذا آان = [2; 1x∈ − ) فان − ) 2E x = −  

.....................................................................          
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     نتائج 
*          -    ( )n E n n∀ ∈ =  

*          -   ( ) ( ) 1x E x x E x∀ ∈ ≤ +≺  

*          -  ( ) ( )n x E x n E x n∀ ∈ ∀ ∈ + = + 
  

  ∋n               ليكن   
  n و غير متصل على اليسار في nدالة الجزء الصحيح متصلة على اليمين في   -          *
]دالة الجزء الصحيح متصلة على   -          * [; 1n n +  

  n  دالة الجزء الصحيح غير متصلة في -          *
   قصور دالة- 5

     تعريف
   I ضمن J  دالة عددية معرفة على مجالg و I دالة عددية معرفة على مجال f آانت إذا        

)    بحيث  ) ( )x J g x f x∀ ∈  J على المجال f قصور الدالة g فاننا نقول ان الدالة =

  نتيجة   
   متصلة  على g فان  J على المجال f قصور الدالة g و I دالة متصلة على مجال f آانت إذا        

 J      المجال 

]على  دالة عددية معرفة f    لتكن تمرين    [1;−   : بما يلي ∞+

                       
( )

( )
2

1

3 ; 1 1
2

f x x x

xf x x
x

 =



= − ≤ ≤
+

]  متصلة على المجال fبين أن الدالة       [1;− +∞  

          ------------------------------------------------------------------  
xالدالة  -*     x متصلة على حيز تعريفها [ [   و ∞+;0] [ [ [1; 0;+∞ ⊂ +∞   

[ على  متصلةf    ومنه الدالة  [1;+∞  

 الدالة -    *
23
2
xx
x +

} متصلة على آل مجال ضمن  }2− [ لأنها دالة حدودية و  − [ { }1;1 2− ⊂ − −  

] متصلة على f         ومنه الدالة  [1;1−  

  1 في f لندرس اتصال -    *

)          لدينا   )1 1f ) و = )
1 1

lim lim 1
x x

f x x
+ +→ →

= )  و = )
2

1 1

3lim lim 1
2x x

xf x
x− −→ →

= =
+

  

          ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
+ −→ →

=   1 متصلة في f             إذن =

] متصلة على    f إذن        [1;− +∞     

II- العمليات على الدوال المتصلة  
  )تقبل(ةخاصي -1 

  :فان عددا حقيقيا αو  Iمجال   علىلتين متصلتين داg و f آانتا إذا   
*    - f g+ و fα و f g×   متصلة علىI  

 فان الدالتين Iلا تنعدم على المجال  g  و إذا آانت -    *
1
g

 و 
f
g

    Iمجال  على متصلتان 

  تمرين
  لتالية في الحالات اfD و أدرس اتصالها على f  حدد مجموعة تعريف الدالة 

) -  أ ) ( )2 sinf x x x= ) - د            + )
1
xf x x
x

= +
+

) -ج          ) 3 1xf x
x
+

=              
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   اتصال مرآب دالتين- 2
      خاصية  

) حيث J دالة معرفة على مجال g و I دالة معرفة على مجال fلتكن        )f I J⊂  

g فان J دالة متصلة على g وI  متصلة علىf   إذا آانت      fمتصلة على  I.    
   : تمرين      

)2 : ـ المعرفة بfنعتبر الدالة العددية   ) cos(3 2 )f x x x= −    
  . fDحدد )1

  .fD على f الدالة اتصالثم أدرس .  على شكل مرآب دالتينfاآتب  )2
      Iمجال  على موجبة ومتصلة f:  نتيجة 

           ( ) [ [0;f I ⊂ x   و ∞+ x متصلة على [ [0;+∞  

fلان    Iمجال  علىمتصلة   f اذن               f=  

     Iمجال  علىمتصلة   f    فان دالة  Iمجال  على موجبة ومتصلة fاذا آانت        
  

III-صورة مجال بدالة متصلة   
   صورة مجال– صورة قطعة -1    
)2: ـ المعرفة بf        نعتبر الدالة العددية     نشاط     )f x x=  

) و                )fC منحناها في معلم متعامد و ممنظم ( ), ,o i j.   

)انشئ  -1 )fC.  

[: حدد مبيانيا صور آل من المجالات  -2 [ ] ] [ ] [ ]1;0 ; 1;2 ; 1;2 ; 0;2− − −;[ [  و ∞+;0] [;0−∞ 

  خاصية    
  . صورة قطعة بدالة متصلة هي قطعة-    *
  صورة مجال بدالة متصلة هي مجال-    *

    ملاحظة   
] متصلة على fإذا آانت  *  ];a b فانه يوجد αو βمن  [ ];a b   

)حيث ) ( )( )
[ ];

inf
x a b

m f f xβ
∈

=        )القيمة الدنيا( =

)و       ) ( )( )
[ ];

sup
x a b

M f f xα
∈

= ] )القصوىالقيمة (  = ]( ) [ ]; ;f a b m M=  

  
  

) و  مجالا من Iإذا آان      *  )f I ليس مجالا   

  I غير متصلة على f  فان من         
   متصلة شرط آاف fفي الخاصية الشرط      * 
  لكن غير لازما أي يمكن أن تكون صورة  و       
  غير متصلة هي مجال  مجال بدالة       

] الدالة العددية المعرفة  على f  نعتبر  مثال          ]2.3−  

:بـ                           
( ) [ [
( ) [ ]

2 2;0
1 0;3

f x x x
f x x x

 = + ∈ −
 = − ∈

  

   [ ]( ) [ ]2;3 1;2f − = ] غير متصلة على f    مع ذلك  − ]2;3− 

  0 لأنها غير متصلة في         
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   مبرهنة القيم الوسيطية- 2
  
  
  
  
fمتصلة على [ ];a b  

k  محصور بين( )f a و( )f b  

]ومنه  ]( );k f a b∈    

   b و a محصور بين cيوجد على الأقل عدد 
)حيث  )f c k=.   

  
  
  
  
  
  مبرهنة القيم الوسيطية  

) محصور بين kفان لكل  I عنصرين من b و a و  I متصلة علىf     إذا آانت )f a و( )f b يوجد على 

)حيث  b و a  محصور بينcالأقل عدد  )f c k=.   

     جةينت  
] متصلة علىf    إذا آانت ];a bوآان ( ) ( ) 0f a f b⋅ ) فان المعادلة ≻ ) 0f x  تقبل على الأقل حلا   في =

] [;a b.  

2sin   بين أن المعادلة تمرين    x x= تقبل حلا في  ;
2
π π 
  

 

  حالة دالة متصلة و رتيبة قطعا - 3
   متصلة و تناقصية قطعاfالدالة    متصلة و تزايدية قطعاfالدالة 

)المجال   Iمجال ال )f I  مجال الI   المجال( )f I  

[ ];a b  ( ) ( );f a f b    [ ];a b  ( ) ( );f b f a    

[ [;a b  ( ) ( ); lim
x b

f a f x
−→

 
  

  [ [;a b  ( ) ( )lim ;
x b

f x f a
−→

 
  

  

] ];a b  ( ) ( )lim ;
x a

f x f b
+→

 
  

  ] ];a b  ( ) ( ); lim
x a

f b f x
+→

 
  

  

] [;a b  ( ) ( )lim ; lim
x a x b

f x f x
+ −→ →

 
  

 ] [;a b  ( ) ( )lim ; lim
x b x a

f x f x
− +→ →

 
  

 

[ [;a +∞  ( ) ( ); lim
x

f a f x
→+∞

 
  

  [ [;a +∞  ( ) ( )lim ;
x

f x f a
→+∞

 
  

  

] [;a +∞  ( ) ( )lim ; lim
xx a

f x f x
+ →+∞→

 
  

 ] [;a +∞  ( ) ( )lim ; lim
x x a

f x f x
+→+∞ →

 
  

 

] ];a−∞  ( ) ( )lim ;
x

f x f a
→−∞

 
  

  ] ];a−∞  ( ) ( ); lim
x

f a f x
→−∞

 
  

  

] [;a−∞  ( ) ( )lim ; lim
x x a

f x f x
−→−∞ →

 
  

 

  

] [;a−∞  ( ) ( )lim ; lim
xx a

f x f x
− →−∞→
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  تمرين
      fمتصلة على دالة عددية  ]     جدول تغيراتها آما يلي∞−5;[

5                   1              0              ∞-  x  
3                                      4  

                     5-                               1-  
f  

]حدد / 1       ]( )1;5fو [ ]( )0;5fو [ ]( )2;1f [  و− ]( );0f −∞   

[ على المجال fحدد القيمة القصوى ثم القيمة الدنيا لدالة /  2      [ ثم استنتج ∞−5;[ ]( );5f −∞  

  تمرين

) دالة عددية معرفة بـ  f           لتكن  ) 2 1
4 1
xf x
x
+

=
−

  

حدد صورة المجال / fD                          2حدد / 1         
1;
4

 −∞  
  fبالدالة 

     جةينت
] علىورتيبة قطعا متصلة f     إذا آانت ];a b  فان لكلk محصور بين ( )f a و( )f bوحيد يوجد على عدد  

c محصور بين a و b  حيث( )f c k=.   

     جةينت  
] على ورتيبة قطعا متصلةf    إذا آانت ];a bوآان ( ) ( ) 0f a f b⋅ ) فان المعادلة ≻ ) 0f x  تقبل حلا  =

[في α وحيدا [;a b.  

3بين أن المعادلة      تمرين 1x x+ = في α  تقبل حلا وحيدا −
11;
2

 − −  
 

    سعته αحدد تأطيرا للعدد           
1
8

  ) طريقة التفرع الثنائي( 

IV- الدالة العكسية لدالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال   
      خاصية -1  

) منy لكل فان I متصلة ورتيبة قطعا على مجال f        إذا آانت دالة )f I المعادلة  ( )f x y= تقبل 

) نحو المجال I تقابل منf نعبر عن هذا بقولنا( Iحلا و حيدا في  )f I(  

       تعريف     
) مجال حيثJو  I متصلة ورتيبة قطعا على مجال  دالةfلتكن        )f I J=.   

) بحيث I من x بالعنصر الوحيد J من y    الدالة التي تربط آل عنصر )f x y=عكسية الدالة  تسمى ال 

1f  بالرمز نرمز لها fللدالة  −  
       نتائج     

1fو  I متصلة ورتيبة قطعا على مجال  دالةfلتكن           دالتها العكسية−

                  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1 1;

x f I x I f x y x f y

x f I f f x x x I f f x x

−

− −

∀ ∈ ∀ ∈ = ⇔ =

∀ ∈ = ∀ ∈ =
  

  الدالة العكسية  خاصيات  -2  
          خاصية  

1f و I متصلة ورتيبة قطعا على مجال f     إذا آانت دالة   : دالتها العكسية فان −
*     - 1f )ن متصلة على  − )f I    

*     - 1f ) رتيبة قطعا على − )f Iو لها نفس رتابة f على مجال I   

*     -  1f
C 1fى الدالة  منحن− yبالنسبة المستقيم الذي معادلته  fC  هو مماثل المنحنى − x=في  

  .معلم متعامد و ممنظم
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  اصطلاح 
y        المستقيم الذي معادلته  x=يسمى المنصف الاول للمعلم   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 الدالة المعرفة على fلتكن       :  تمرين
1;
2

 −∞  
  

) بـ                                        ) 1 2f x x= −  

1fتقبل دالة عكسية  f بين أن /1        على−
    يجيب تحديده Jمجال 

1fدد  ح /2      −  
1fفي معلم متعامد ممنظم أنشئ / 3      

C  ثم −

   في نفس المعلمfCانشئ 

     تمرين
    الدالة المعرفة على f لتكن              

) بـ                                        ) 2 1
xf x

x
=

+
  

] على f  للدالة g      بين أن القصور تقبل  −1;1[

    يجيب تحديده J مجال  على−1gدالة عكسية 
1gدد  حثم       −  

  

 
  n دالة الجدر من الرتبة - 3

n*ليكن           ∈      
nx  الدالة    بين أن   x→ إلى + من تقبل دالة عكسية +  

   تعريف -أ 
  ∋n*ليكن     

] العكسية للدالة المعرفة على   الدالة   nx بما يلي∞+;0] x→ سمى دالة الجدر من الرتبة تn   

  نرمز . nيرمز له بـ        
n  بالرمز x         نرمز لصورة العدد  x  يقرأ الجدر من الرتبة  وnللعدد x.  

                         ( ) 2; nnx y x y x y+∀ ∈ = ⇔ =     

x     ليكن  ملاحظة و اصطلاح    +∈       
                               -     2 1;x x x x= =       -      3 x يسمى الجدر المكعب للعدد x  
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   خاصية  
  ∋n*ليكن     

nxالدالة     -       * x→   متصلة على [ lim و ∞+;0] n
x

x
→+∞

= +∞    

nx في معلم متعامد ممنظم منحنى الدالة -       * x→ مماثل لمنحنى الدالة nx x→ بالنسبة للمنصف 
  الأول للمعلم

     
  

4n:    حالة =  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
       نتائج  

n*ليكن     ∈  

                

( ) ( )
( )
( )

2

2

2

;

;

;

nn

n n

n n

x y x x

x y x y x y

x y x y x y

+

+

+

∀ ∈ =

∀ ∈ = ⇔ =

∀ ∈ ⇔≺ ≺

     

nx  حل المعادلة-ب   x a∈ = 

4 المعادلات        حل في  تمرين     7 55 ; 8 ; 243x x x= = − =  

nx المعادلة        حل وناقش في ∋a و ∋n*ليكن      تمرين     a=  
  العمليات على الجذور -ج

)   ليكن                        ) ( )2 *2; ; ;a b n p+∈ ∈  

                              
( ) ( ); ; 0

;

np npn p pn n n
n

p npn n n n

a aa a a a b
bb

a a a b ab

= = = ≠

= × =

  

)البرهان     )( ) ( )
pp p nnp nppn pn p p pn n na a a a a a a a = ⇔ = ⇔ = ⇔ = 

 
 

) برهن أن -1                 تمرين ) *2; nm n mn ma n m a a a+ +∀ ∈ ∀ ∈ =  
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 بسط  -2                          
3 5

34

1024 32

64 256 18
5 قارن -3                     72 ; 3  

   اتصال ونهاية مرآبة دالة و دالة الجدر النوني-د
      خاصيات   

  I عنصرا من0x و I دالة موجبة على مجال f           لتكن 

n  فان I متصلة علىf آانتإذا  fمتصلة على I  

) آانت اإذ  )
0

lim
x x

f x l
→

) فان = )
0

lim nn
x x

f x l
→

= 

) آانت اإذ  )
0

lim
x x

f x
→

= ) فان ∞+ )
0

lim n
x x

f x
→

= +∞   

    ملاحظة 
 ∞− أو إلى ∞+  على اليسار أو الى0x على اليمين أو الى0xالىxالخاصيتان تظلان صالحتين عندما يؤول 

   تمرين
)ن   لتك-1         )E 3 المعادلة 2 1x x x∈ − =  

) حل للمعادلة 1تأآد أن /              أ )Eحل المعادلة /              ب( )E  

5 بين أن الدالة -2         2 2 3x x x→ −   .ة من حيز تعريفها  متصلة في آل نقط−

5 حدد-3         83 3
2

lim 8 ; lim 3
x x

x x x
→ →+∞

+ − +,  
6 3 3

0

1 1 1lim ; lim
1x x

x x x
xx→+∞ →

+ + + −
+

                      

  )ةالنسبيامتداد للقوة الصحيحة   (القوة الجدرية لعدد حقيقي موجب  -4  
           تعريف    

*  ليكن      ;r a +∈ ∈  

 هو العدد ra     العدد 
q pa حيث   ( ) * *; ; pp q r

q
∈ ×    ذات a و يسمى القوة الجذرية للعدد   =

   .r الأس     
p

q p qa a=  

*             ملاحظة   0 1a a+∈ =  

    حالة خاصة  
1

n nx x= لكل x من [ [0;+∞  

  خاصيات  
)  ليكن                                        ) ( )*2 2; ; ; 'a b r r+∈ ∈  

                                       
( ) ( ) '' ' '

'
'

; ;

1 ; ;

rrr r r r r r r rr

rr r
r r r

r r r

a a a a b ab a a

a a aa a
ba b a

+

− −

= = =

 = = = 
 

  

;  البرهان نضع  'p nr r
q m

= '  ومنه = '
pm nq

q qm mq qmmr r p n pm nq pm nq r rqma a a a a a a a a
+

+ += = = = =  

   تمرين  

:          احسب      

( )

35 5
3 2 4

5
2 2 4

5 33

12 3
2²

2 3

A

−

 
  
 =
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  DICHOTOMIE طريقة التفرع النهائي
 

  نتيجة لمبرهنة  القيم الوسيطية 
] متصلة ورتيبة قطعا علىf    إذا آانت ];a bوآان ( ) ( ) 0f a f b⋅ ) فان المعادلة ≻ ) 0f x  تقبل حلا  =

[في αوحيدا  [;a b.  

  
  l سعته αتحديد تاطيرا للعدد 

  
  

  نعم                                                                                                           
  
 

 لا                                                                 
 
 
 
 
 

 
  

  نعم                         لا                                                
  
  

  
  
  
  
  

  لا                             لا                                                          
  نعم                                                         نعم                                    

  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  

bنحسب  a−  
bهل لدينا a l− ؟≥

)نحسب  )f c حيث 
2
a b c+

=  

)هل لدينا  ) ( ) 0f a f c×  ؟ ≻

c bα≺ ≺
bهل لدينا  c l−  ؟ ≥

  نعيد المراحل المتابعة بتعويض
[ المجال  [;a b بالمجال ] [;c b أو ] [;a c

a cα≺ ≺  
c هل لدينا a l−  ؟ ≥

  
 تحديد التأطير المطلوب


