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Chapter 1  Suites de nombres réels, suites
NUMETLques:

Définition:
Une Suite infinie de nombre réels que nous noterons (X,,),, est la donnée d’une
successton infinie de nombres réels non nécessairement tous différents.

Exemples:
1- Une suite peut étre donnée sous forme d’un tableau

n 0 |1 [2 [3 [-]-]-
X, [ V2| 7| V13| 17 |-]-]-

2- Une suite peut étre donnée par une expression algébrique:
- La suite (U,,),, donnée par

2n+5
U, = i n>0
vn+3
- La suite (V},),, donnée par
—1)"
V, = (=1 7 n>38

- La suite (1V,,), donnée par

W2 sion=2k
3n+7 S k>0
ﬂ/_ sin=2k+1

3- Une suite peut étre donnée par une relation de récurrence. On D'appelle

alors suite récurrente.
- La suite (X,,),, donnée par

X() -
Xn+1:5Xn_m ;o n=>0 7
- La suite (Y,,),, donnée par

{Yo—3Y1\ﬁ

Y, .
Yn+2 Y + 2_,'_;1 3 n Z 0

1.0.1 Suites arithmétiques:

Définition:
- La suite récurrente (U,), donnée par la relation

Uy =a€eR
Up1=U,+7r ; n>0

est dite suite arithmétique de premuer terme Uy = a € R et de raison r € R.



- On vérifie que cette suite arithmétique est aussi donnée par l’expression al-
gébrique

U,=Ug+nr =a+nr ; n>0.

Exemples:
- La suite arithmétique (U, ), de premier terme 0, de raison 2 est donnée par
la relation

Uy =0
ou encore par l’expression algébrique

U, = Uj+nr
2n ; n>0

dite suite des nombres pairs.
- La suite arithmétique (V,,), de premier terme 1, de raison 2 est donnée par
la relation

Vp =1
Vori=Vo+2 5 n>0
ou encore par l'expression algébrique
Vo=Vo+nr =2n+1; n>0

dite suite des nombres impairs.

Proposition:

La somme d’un nombre fini de termes successifs d’une suite arithmétique (Uy,)
est donné par la formule

n

—p+1
%+%H+—+@=Q—%—H%+m)
ou encore k1
Um + Um+1 + -+ Um+k = T (Um + Um—l—k) .
Exemples:

- La suite arithmétique (U,,), de premier terme (—7) et de raison 3 est donnée
par ’expression algébrique

U,=-7T4+3n; n=>0.

- La somme de ses 15 termes successifs a partir du 5¢ terme est donnée par

15

U5+U6+—+U19:7(U5+U19):435.

- La suite arithmétique (V},), de premier terme (17) et de raison (—v/7) est
donnée par ’expression algébrique

Vn:17—ﬁn; n > 0.

- La somme de ses 9 premiers termes successifs est donnée par

9
Vot Vit —+ Vs = o (Up +Us) = 153 - 36V/7.



1.0.2 Suites géométriques:
Définition:
- La suite récurrente (V,,), donnée par la relation

Vo =beR
Viii=4qV, ; n>0

est dite suite géométrique de premier terme Vo = b € R et de raison q € R.
- On vérifie que cette suite géométrique (V,),, est aussi donnée par l’expression

algébrique

Vo =Voq" =bq" ; n > 0.

Exemples:
- La suite des moitiés successives est la suite géométrique (V) de premier

terme 1 et de raison % donnée par

Vo =1
%ﬂ;nZO

Vn+1 =
ou encore . N
Vn = — = | - ; > ().
2 <2) =0

- La suite géométrique (W), de premier terme V7 et de raison 5 est donnée

par
Wo = V7
Wipi1 =5W,;n>0

Ou encore
W, = Wo5" = (\/?)5"; n > 0.

Proposition:
La somme d’un nombre fini de termes successifs d’une suite géométrique (V)

de raison q # 1 est donné par la formule
1— p—m+1
q ) v

Vi + Vipi1 + — + V, =
+ Vi1 +—+V, < T

ou encore
1— qk+1
Exemple:

- La suite géométrique (V;,),, de premier terme 7 et de raison (%) est donnée

par ’expression algébrique

\" 7
Vo=7.1lz) ==—;n=>0.
(3) =5

- La somme des 15 termes successifs a partir du 5¢ terme de cette suite

géométrique est

Wl

1\15
Vs+ Vs +— + V4 —(71_(5) )v—0045
5 6 19 — 1 5 — Y .



1.0.3 Suites arithmético-géométriques:

Définition:
La suite récurrente (W,,), donnée par la relation

W() =c€eR
Wit1=qW, +r;n=>0

est dite suite arithmético-géométrique de premier terme Wy = ¢ € R, de raison
géométrique q € R et de raison arithmétique r € R.

Exemples:

- La suite récurrente (W,,), donnée par

Wo =7
W1 =3W,, +v13; n >0

est une suite arithmético-géométrique de premier terme V7 ,
de raison arithmétique r = v/13 et de raison géométrique q = 3.
- La suite récurrente (Z,,), donnée par

Zy =19
Zpn =% —3;0>0

est une suite arithmético-géométrique de premier terme 19, de raison arithmétique
r = —3 et de raison géométrique q = %

Proposition:

Soit (W,,),, une suite arithmético-géométrique de premier terme Wy = ¢ € R,
de raison géométrique q # 1 et de raison arithmétique r € R. Alors:

i- La suite (V,),, définie par

Vn:Wn—< 4 ) >0
1—gq

est une suite géométrique de raison q et de premier terme

.
W]:W%_(l—q>’

ii- La suite arithmético-géométrique (W), est donnée par l’expression al-

gébrique
r " r
Wn: WO—— q + ,nZO
l—q l1—gq
Exemple:
- Considérons la suite arithmético-géométrique (W,,),, donnée par la relation

Wy =17

- La suite (V},),, définie par

Vnzwn—%:Wﬁ

<[



est géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme
)
Vo = <\/17 + g) .

- La suite arithmético-géométrique (W, ), est donnée par I’expression algébrique

Wn:<\/ﬁ+§>3n—§;n20.

1.0.4 Suites croissantes, suites décroissantes et suites monotones:

Définition:
- Une suite (Uy),5, est dite croissante si

Ung Un+1 ; VnZO

- Une suite (V,,),,5, est dite décroissante si

Vn Z vn+1 3 vn Z 0.

- Une suite est dite monotone si elle est soit croissante soit décroissante.
Exemples:
- La suite (U,),, donnée par

1
U, :n >0

1 _n2 -

est une suite croissante donc monotone.
- La suite (V},),, donnée par

{ Vo= -5

Vn—l—l:Vn_TlTp ,n20

est une suite décroissante donc monotone.
- La suite (W,,), donnée par
—3)"
A )
1+ n?

n’est ni croissante ni décroissante donc cette suite n’est pas monotone.
1.0.5 Suites majorées, suites minorées et suites bornées:

Définition:
- La suite (U,),, est dite majorée s’il existe M € R tel que
U, <M ;n>0.

- La suite (V,,), est dite minorée s’il existe m € R tel que

n

Vo>m ; n>0.



- La suite est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
Exemples:
- La suite (U,),, donnée par

1—n?

Un = ;
14 n?

n >0

est une suite majorée et non minorée donc non bornée.
- La suite (V},),, donnée par

1 5
_1l+n n>0

Vo=——;
1+ nt -

est une suite minorée et non majorée donc non bornée.
- La suite (W,,), donnée par

(-n"
= —-— >
=g 2l

est une suite bornée.

1.0.6 Suites convergentes et suites divergentes:
1.0.6.1 Rappel:

- On définit la valeur absolue de z € R

z si >0
—x st z<0 °

|z| = max (—z,z) = {
- L’écart entre deux réels x,y € R est

) x—y st x>y
@ y|_{y—x si v<y ’

1.0.6.2 Notations:

L’ensemble de réels x € R & un écart au plus 6 > 0 d’un réel a € R donné est

a—6,a+06] : ={xeR/a-6<z<a+é}
= {zeR/ |z —a|] <6}
et aussi
la—6,a+6 : ={reR/a-6<z<a+d}
= {zeR/ |x—al <}
Définitions:

- Une suite (Uy,),, est dite convergente et converge vers | € R si

Ve >0, dN >1 telsque Vn > N on ait |U, —1| <e.

- On écrit
lim U,, = ou encore U,, — .

n—oo n—oo



- On dit aussi que la suite (Uy,),, est de nature convergente.

- Une suite (V,),, qui n'est pas convergente est dite divergente.
- On dit ausst que la suite (V,,),, est de nature divergente.
Exemples:

- La suite (U,,),, donnée par

est convergente et on a

ou encore

(o) =0

Vo=(-1)" ;n>0

- La suite (V},),, donnée par

est divergente.
- La suite (W},,), donnée par

W — 7;;3 st n =2k >0
" 12+”nz sin=2k+1 ~  —

est divergente.

Remarques:

- Tous les termes d’une suite convergente, sauf peut étre un nombre fini d’entre
eux, se condensent autour de sa limite qui est unique.

- Toute suite convergente est nécessairement bornée.

- Tous les termes d’une suite qui converge vers une limite non nulle sont de
meéme signe sauf peut étre un nombre fini.

- Une suite convergente a termes positifs admet une limite positif ou nul.

- On ne change pas la nature d’une suite en modifiant un nombre fini de ses
termes et la limite reste inchangée pour une suite convergente.

1.0.7 Opérations sur les limites:

- La somme de deux suites convergentes est une suite convergente et converge vers
la somme des deux limites.

- Le produit de deux suites convergentes est une suite convergente et converge
vers le produit des deux limites.

- Le quotient de deux suites convergentes, quand il existe, est une suite con-
vergente et converge vers le quotient des deux limites.

Exemple:

- La suite (Uy),,-, donnée par

(n+1)°

= >0
14+3(1+n)



est convergente et on a

lim —(n i 1)2 _1
n \1+3(1+4+n)°/) 3

- La suite (V},),5, donnée par

n+1
Vo=, >0,
mt3’ =
est convergente et on a
. n+1 1
lim = —,
n \2n+3 2
- La somme
1) 1
AR VAP et ML s S
143(1+n)” 2n+3
est convergente et on a
i (n+1)° L+l L 1.5
im —— 4 -5
n \1+3(14+n)®> 2n+3 32 6
- Le produit
1 3
U,.V, = (nt1) n>0

(1+3(1+n)?) (2n+3)’

est convergente et on a

- (n+1)° 1
n \ (1+3(1+n)) (2n+3) 6

- Le quotient
1)(2
Up _ (n+1)( n+;3) n>0
Va 1+3(1+mn)

est convergente et on a

i [(n +1)(2n + 3)] _ g
n | 1+3(1+n) 3
1.0.8 Critéres de convergence:

- Pour montrer qu’une suite est convergente, quoi de mieux que de trouver sa
limite. Les criteres de convergences permettent de conclure si une suite est con-
vergente ou non sans préciser la valeur limite.



1.0.8.1 Critére de Cauchy:

- Une suite de nombres réels (Uy,), est convergente si, et seulement si, la suite
(Uy),, vérifie le critére de Cauchy suivant:

Ve >0, N > 1tels que Vp,¢q > N onait |U,—U,| <e.

Exemple:
Etudiant la nature de la suite

Uy=1+3+——+;
2 nosn>1
{ Un:Zk:1%
Evaluons
1 1
Uy, — U, = - — 4=
2 n+1+n+2+ +2n
2n
= >
=
k=n+1
On a ) )
— =<K : 1<k <2n.
m =k Spy1 o iSRS
D’ou ,
1.1
Uy, — U, = - > —.
2 Z L= 9
k=n+1

Il s’en suit que la suite (Un)n21 ne vérifie pas le critére de Cauchy donc divergente.

1.0.8.2 Critére du gendarme:

Soient (X,),,, (Un),, et (Y,), trois suites de nombres réels de sorte que

n

X, <Up<Y,;n=0.

- Si les suites (X,), et (Y,), convergent vers la méme limite | € R alors
nécessairement la suite (Uy,), est convergente et on a

limX, =limU, =limY, =1

Exemple:
Etudiant la suite (V},),, donnée par

avec

D’apres le critere du gendarme

) -1 \"
hrrln<1+n2) =0.

10



1.0.8.3 Ciritére des suites croissantes:

Toute suite croissante majorée est convergente.
Exemple:
Etudiant la nature de la suite

U =1+1+3+——+3
n N (|
{ Un:Zkzoﬁ
On a ]
Un+1—Un:m>0.

- La suite (U,),, est croissante.

- On montre par recurrence que la suite (U,), est majorée par 3. D’aprés le
critére des suites croissantes, la suite (U,),,-, est convergente.

1.0.8.4 Critére des suites décroissantes:

Toute suite décroissante minorée est convergente.
Remarque:

- Soit (V},),, une suite décroissante minorée. La suite (U,),, donnée par
U,=-V,, n>1

est croissante majorée donc convergente. Il en résulte que la suite décroissante
minorée (V,), est convergente.

1.0.9 Limites infinies:

Définition:
On dit qu’une suite (U,), diverge vers +oo et on écrit

lim U,, = +o0
ou encore
U, — +o0
S1
VA >0, dN >1 telsque Vn > N on ait U, > A.
Remarques:

- Tous les termes d’une suite qui diverge vers +o0o, sauf peut étre un nombre
fini d’entre euzx, sont plus grands que tout nombre fixé a l’avance.

- On ne change pas la nature d’une suite qui diverge vers 400 en modifiant
un nombre fini de ses termes.

- Toute suite qui diverge vers +0o est non majorée.

- Toute croissante non majorée diverge vers +oQ.

Définition:

On dit qu’une suite (V,,), diverge vers —oo et on écrit

lim V,, = —o0

n—oo

11



ou encore

S1
VB <0, dN >1 telsqueVn > N onait V, < B.

Remarques:

- Tous les termes d’une suite qui diverge vers —oo, sauf peut étre un nombre
fini d’entre euzx, sont plus petits que tout nombre fixé a l’avance.

- On ne change pas la nature d’une suite qui diverge vers —oo en modifiant un
nombre fini de ses termes.

- Toute suite qui diverge vers —oo est non minorée.

- Toute décroissante non minorée diverge vers —oQ.

Exemples:

1- La suite (U,),, donnée par

diverge vers +o00. On écrit

5 5

) n n
lim = +00 ou encore [ —— — 400
" (1+n2> (1+n2>nn~oo

2- La suite (V,,),, donnée par

. (2—nd 2—n3
lim = —00 Ou encore — —00

n \ 1+ n?2 14+n?/ nooo
Formes indéterminées:
Nous avons quatre formes indéterminées dont il faut lever I’indétermination:
- La somme de deux suites divergentes I'une vers 400 et I'autre vers —oo.
- Le produit d’une suite convergente vers 0 par une autre divergente vers oo.
- Le quotient de deux suites divergentes vers oo ou bien convergentes vers (

toutes les deux.
Nous avons alors le tableau suivant des formes indéterminées:

1) | (mo0+ ) | 2) | (00.0)
3] &) 4] ()

Exemple:
On a les limites infinies suivantes

lim (2") = +o00

n

et
lim (5 — 3") = —o0.

12



- La somme présente une indétermination et on a

lim [(2") + (b — 3")] = —o0.

n

- Le quotient présente une indétermination et on a

e[5] - ) ()

= 0.

- Le produit de la somme par le quotient présente une indétermination et on a

(P

13



