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EXERCICE 1 ( 13 points )

L Pour quelleds) valear(s) de 4| intdgrale f{"".::."r esl-elle converpante ? Jostifier,
]

s
v - . on e . r -1 1
2. Soit x un réel strictement positl, montrer que Finldarale f.:e it esl converpents,

On peut done définir sur |0, | »Ll - a fonction Ganmn A Fuler notée T par F{v)= fe‘ 0 ey
a

3. Caleuler T'(1) puis monuer 13 relation fordsmentale suivanie notée rf} g

Vee o, ) m| P{x+l}=al{x) (F).
Endeduire T{2). Seit o un entier naurel o nuel, dlonmer e expression simple de I'{u}
4. Derivabilité de I fonction Gamma
Sedent g ot b des réels el que 0= g < b,
a. Pour tout réel ¢ sirictement Pl an définid sur rﬂ' L :n] - lu Tometion ry pan B, {.1.'}— gt
Deéterminer fes variations Joe $1, A On powrra diseuter selon 1a valenr de 1 I
En déduire que v [r.'.e’-'l, wielo, 4 o [.f Foet® ]

. Maonirer Quies pour tond réel o strictemen) suptienur d — 1, it peale [.:.r| I |._.rf v

convergente.

€. Muntrer avee soin que Ia lonetion 1° est dérivable sur [rr.6] et diterminer 1 b sous e
dintdgrale.
S On adwet que 17 es) de elasse 7 sur |0, 4 S0i o enticr palme], forie, sans
i
N i v " sl .. o - |
justificr, | ":'[.J.'} sous forne d'inmtéaiale. (1 dégipne 1 derivie pidrme e 171 '
Fande de la fonction Camma

b. Utiliser la relation (F) paur déterminer iy Gpaivalent de T au voisinage de 07 En déduine b
limite de T en 0,

7o dpstifier que 17 est siriclement crofssante s ]1_:, E o [

b Justifier I'exizlence d'un rée] ¢ o Ji. 2[ tel yue T () =1, En deéduire le signe de T et

2xlr 3

enfin, les variations de T
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EXERCICE 2( 7 points ) ——
— "/_/-’j’

o ——

r—— -t

Soit 4 wme metrice carrée de M, ( E} Con dit quiune matrice & est voe tacing caée de A s

R? = A_Omnote Rac{ A) ensemblec des racines carrées de A,
Dans ce probléme nous allons traiter le cas oii A posséde i valeurs propres distinetes

On suppose que la matrice 4 de M _(R)admet n valears propres réelles Ay <A, <o < . s
1. Justifier I'cxistence d'une matrice P de M (T3] inversible tefle que A = PO o

D =diggi A A, ... A ) ypuis montrer que M est une racine carrée de A si et scolenwenl s b
matrice § = /"' RP est une racine carrée de D (elioe{ A A A, ) désigne la matrice eande
dordre # dont la diagonale est formée des termes A, A Ay el dontious tes Gléments e

dehors de la diagonale sont nuls).

2, Racines carrées de ¥

O suppose gue TP oadmet une racine cardée 5.
A, Monbrer que T2 — 578

b, i déduire que la matrice & est dosonale.

c. Onnote alors 5 = diag (5, 4,81, Que vant 5, powr 7= 71,20 7

d. Oue peut-on dive de Koo A si 4 sdmet ane valeor propre strictement négative”

€. Si om suppose que loutes les valems propres de A song positives oonodles, délemsiner lus

racines caredes de la matrice [ On ponrra poser £, €} 1,1 pour f={ L2,

3, Ecrire loules les racines carrées de 4 i Vaide de la malice 7. Cotbicn de racines Eﬂl'l'ﬁ.cy
_:-'-""'-FFF

Aadmet-elle 7 (On discutera selon le signe des valews progres de A) - ——— ——
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EXERCICE 1 ( 13 points )

1
1 1. Pour quelle{s) valeur{s) de 7 Uintéprale Jf'”ﬂ'f cst-clic convergente 7 Justifier.
n

+

I 2. Sovdl x un réel strictement positif, montrer que intégrale [ﬁ-":"'u’r est convergents.

L8}

On peut done délinir sur J 0, + [ , la fonction Gamma d'Buler notée 1 par ['(x)= je 5 't

3. Calculer l"{],} pius maenirer la relation fondamentale suivante notce {Fj ;
4x0.5 "-I-"IE]{J. [ fs:J[ F{x+|}=x[‘{x} ().
En déduire F{E], Soit 7 un entier naturef non nul, donner une expression sunple de T'{n) .

4. Dérivabilité de 1a fonction Gamma

Soicnt a7 ¢l b dos réels lels que 0 < a < b,
a. Pour tout réel ¢ strictement positif, on définit sur ] 0, [ , la fonction #, par fi,(x) = e

Déterminer les variations de A, . On pourra discuter selon ka valeur de ¢)

.5 | En déduire que ‘Jxr[a,h], VIr]D,+m[, (b5 E{{""+.r"'"}.

1| b Mantrer que pour tout réel » strictement supéricur 4 —f, I"'intégrale !ﬁ U1 B Lot el
convergente.
s ¢. Montrer avee sein que 8 fonction [ esl dénvable sur {u,h] et déterminer T (x} sous forme
" | d’intégrale.
5. Onadmet que T estde clagse O sm:-] 0, + m[ . Soit g oun entier naturel. écrire, sans
1

justifier, T[r’]{xj sous forme d*intégrale. { T désigne la dérivée p-ieme de '),
Etude de la fonction Gamma

1 6. Ultiliser la relatinn (F:I pour déterminer un équivalent de 17 au volsinage du 0" In déduire la
limite Jde [ en 0.

T. a. .Tlus:l.'Lﬂg: que [ est strictement croissante sur ] 0, 4 e [ ;

It b. Justifier 'existence dunéel ¢ ]I.E{ Ll oo it {4“] = . En déduirc e signe de o
2x0.5 | enfin, les variaticns de=T .
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