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) منحناها في معلم متعامد ( C)وليكن  ,ممنظم    , )o i j
1-a- حدد D حيز تعريف الدالة f.   
b-احسب آلا من النهايات التالية:  

lim ( )
x

f x
→+∞

lim    و   و   و  (
x

)f x)
→−∞0

lim (
x

f x
+→0

lim ( )
x

f x
−→

2-a  – تحقق من أن :  

2

1 1 27: ( ) ( ) ( )
2 2 27

x xx D f x
x x x x
+ +

∀ ∈ − =
+ +

  

b- مقارب مائل ل  استنتج أن المستقيم (C ) بجوار    ( )1
1:

2
xy +

Δ =+∞

( ) C –  مقارب مائل ل بين أن ( C ) 2    بجوار
1:

2
xy +

Δ = −−∞

3-a- لكل  بين أن x  من D.   
3

2 2

27'( )
2 2

x
7

x
x x

−
=

+
f

b-  تحقق من أنf و [ وتناقصية على آل من المجالين ] تزايدية على المجال .   ] ] [,0 [3,−∞ +∞0,3

0 0 )y5,2

c-  اعط جدول تغيرات الدالةf.   
4-a – حدد تقاطع (C)مع محور الأفاصيل .  
b- هي نقطة الانعطاف الوحيدة للمنحنى   و  حيث نقبل أ (C ) وأن f’(x) سالبة 

]على ال     و [ وموجبة على آل من المجالين ]
0 2,9y )ن  ,A x0x ≈ −≈

0مجال  ,0x]0, x−∞] 1iنأخذ  . ∞+,0] j= = cm

   .Cأنشئ 
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  : المعرفة آالتاليx للمتغير الحقيقي fنعتبر الدالة العددية 
2

2
3

2 1( ) . 1xf x x
x
−

= +  

)   في معلم متعامد f المنحنى الممثل للدالة وليكن  )ζ ممنظم( , , )o i j

)
  . فرديةf، وتحقق من أن f مجموعة تعريف الدالة D  حدد-1
lim  . وأول هندسيا النتيجتين المحصل عليهما  و  احسب -2 (

x
f x

0
0

lim ( )
x
x

→+∞
f x

→

   .f واستنتج تغيرات :  لدينا D من x بين أنه لكل -3
4 2

3'( ) .
. 1

f x
x x

=
+

) أنش-4 ).  ζ ئ 

[  . على المجال f قصور الدالة g ليكن -5 [0,+∞

[  . ينبغي تحديدهJ نحو مجال  تقابل من g بين أن -أ [0,+∞

g −1g −g(   1 هي الدالة العكسية للدالة  . (J قابلة للاشتقاق على  بين أن -ب

g−1(  .مثل للدالة  المنحنى الم) أنشئ -ج 'ζ
  

]    المعرفة على fنعتبر الدالة العددية  :  ب ∞+,0]
2
3( ) 6 4f x x x= −

  .أول هندسيا النتيجة  .  احسب -1
0

0

( )lim
x
x

f x
x→

)   .f منحنى حدد الفرع اللانهائي ل -2 )ζ
[   .f ثم حدد جدول تغيرات   من x لكل f’(x) احسب -3 [0,+∞

ζ(  . مع محور الأفاصيل) حدد نقطتي تقاطع  -أ-4

) حدد معادلة-ب ζ(    في النقطة ذات الأفصول )مماس (    Δ27
8

( ) )ئ   في معلم متعامد ممنظ   أنش-ج )Δو ζ م( , , )o i j
   ).cm 1: وحدة القياس ( 
5- g قصور f على المجال    [ [1,I = +∞

)  اح.  نحو مجال يتم تحديده I تقابل من gبين أن  ) ( .1(سب  ' 0g −
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IR  : بما يلي المعرفة على x الدالة العددية للمتغير الحقيقي fلتكن 
                  2 2( ) ( 1 )f x x x= + −  

)ممنظم ζ(   في معلم متعامد f هو منحنى الدالة ) , , )o i j
lim ( )

x
f    احسب النهاية -أ-1 x

→−∞

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=    :  بين أن -ب

 IR   : منx بين أن لكل -أ-2
2

2 ( )'( )
1

f xf x −
=

x+
f.   IR ثم ضع جدول تغيرات الدالة  من x لكل  أثبت أن -ب '( ) 0f x ≠

)    جوار )  ثم استنتج الفرع اللانهائي ل  بين أن -3 )lim
n

f x)ζ
x→−∞

= −∞−∞

)  .0 في النقطة ذات الأفصول  مماس المنحنى (T) اآتب معادلة ديكارتية للمستقيم -أ-4 )ζ
2cm (   )ζالوحدة  ( ) والمنحنى (T) أنشئ المستقيم -ب
IR  . يتم تحديدهJ نحو مجال  تقابل من f بين أن -أ-5

( ) ( )1 ' 1f −      احسب-ب
   .J من x لكل f’(x) احسب -ج
  

 

∞+,0]  : بما يلي] المعرفة على fنعتبر الدالة العددية 
3 2( ) 2 1f x x x= − + +  

)   تمثيلها المبياني في معلم متعامد وليكن  )ζ ممنظم( , , )o i j
G G

lim ( )
x

f    احسب -أ-1 x
→+∞

)  نهائي للمنحنى  ادرس الفرع اللا-ب )ζ

   :  بين أن -أ-2
2 23

2 23

3 ( 1) 2
'( )

3 ( 1)

x x
f x

x

+ +
=

+
  , [ [( 0, )x∀ ∈ +∞

   .f اعط جدول تغيرات الدالة -ب
∞+,0]   يجب تحديده I نحو مجال ] تقابل من f بين أن -3

1بحيث α   ).دون حساب  (  بل حلا وحيدا  تقf(x) =0 بين أن المعادلة -أ-4 1
2

α≺ ≺α

(   .y =x  الذي معادلته ) والمستقيم  حدد نقطة -ب ) تقاطع  )Δ ζ

)ئ    .fالتقابل العكسي للدالة   منحنى الدالة  أنش-ج )ζ ثم ( )'1− ζf
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IR*  : بما يلي المعرفة على x للمتغير الحقيقي fنعتبر الدالة العددية 

] [ ] [

[ [

2( ) ( ,0 0,1 )

1( ) ( 1,
2

f x x x
x

xf x x
x

⎧ = − + ∈ −∞ ∪⎪⎪
⎨ +⎪ = ∈ +∞
⎪⎩

  

0    متصلة في النقطة f بين أن الدالة -1 1x =
0  . على اليسار  قابلة للاشتقاق عند النقطة f بين أن الدالة -أ-2 1x =

0   لاحظ أن (  على اليمين  قابلة للاشتقاق عند النقطة f بين أن الدالة -ب 1x =2(1 2 ( 1)x x x+ − = −

[    بين أن - أ-3 [ ] [ '( ) 0f x ≺ ( ,0x∀ ∈ −∞ ∪ 0,1 )

)'1   بين أن -ب )
4
xf x

x
−

=] [( 1, )x∀ ∈ +∞

( )
  .f اعط جدول تغيرات الدالة -ج
)ممنظم    في معلم متعامد f المنحنى الممثل للدالة ζن  ليك-4 , , )o i j

G G

ζ(  .) ادرس الفروع اللانهائية للمنحنى -أ
(  )3 نقطة انعطاف وحيدة أفصولها )نقبل أن للمنحنى  (  أنشئ المنحن-ب )ى  )ζ ζ

IR  : بما يلي المعرفة على fنعتبر الدالة العددية 
  

3

3

( ) 1 2 1 ; 1
1( ) ; 1
3

f x x x x
xf x x
x

⎧ = − + − ≤
⎪
⎨ −

= ≥⎪
+⎩

  

) منحناها في معلم متعامد (C )وليكن  ,ممنظم    , )o i j
) lim   :  وبين أن  احسب -1 ( )

x
f x

→−∞
lim (

x
f x

→+∞
= −∞

  . ثم اعط تأويلا هندسيا للنتيجتين المحصل عليهما1 على اليمين وعلى اليسار في fلية اشتقاق  ادرس قاب-2
∞+,1]   ] تزايدية قطعا على المجال f بين أن الدالة - أ-3

)'    من x لكل بين أن  )
1 (1 1

xf x
)x x

−
=

− + −
] [,1−∞

   .fدالة  اعط جدول تغيرات ال-ج
   ( C) ادرس الفرعين اللانهائيين للمنحنى -أ-4
 f(-3)=0لاحظ أن   ( ( C ) ارسم المنحنى -ب
∞+,1]   ] على المجال f قصور الدالة g لتكن -5

∞+,1]  . ينبغي تحديدهI نحو مجال ] تقابل من g بين أن -أ

( )1g x− دد    .I من المجال x لكل  ح-ب

1g  على المجال هي دالة أصلية للدالة  بين أن -ج −

3 2 23

2
3 ( 1)

x
x x x

→
− − +
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[  : بما يلي المعرفة على المجال fنعتبر الدالة العددية  [0,+∞
1( )f x x x
x

= − +  

)ممنظم    منحناها في معلم متعامد ( C )وليكن  , , )o i j
( ) li   lim  و  احسب -أ-1

x
f x

0
0

m ( )
x
x

→+∞
f x

→

   ( C)رعين اللانهائيين للمنحنى  حدد الف-ب
2 1'( ) ( 1)

2 )
x x x:  بين أن -2 x

x x

⎛ ⎞+ +] [0,+∞   f لكل x من = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

   .f اعط جدول تغيرات الدالة -ب
)   . ذي المعادلة  والمستقيم (C) ادرس الوضع النسبي للمنحنى -أ-3 )Δy=x

(5  )  (C ) ارسم المنحنى -ب
2

(4)f 1   و = 7( )
4 4

f =

∞+,1]   ] على المجال f قصور الدالة g لتكن -4

g 1g    وحدد مجموعة الدالة  تقبل دالةعكسية g بين أن -أ 1− −

)م   . ، المنحنى الممثل للدالة  ارسم في نفس المعل-ب , , )o i j1g −

) نعتبر المتتالية العددية -5 na  :  المعرفة بما يلي ( n IN∈
0

1

2
( )n n

a
a f a+

=⎧
⎨ =⎩

(   ):  بين ان -أ 1na  n IN∀ ∈

n n INa ∈
( )n n INa ∈

) بين أن المتتالية -ب   . تناقصية(
  . متقاربة ثم حدد نهايتها استنتج أن المتتالية -ج

  : بما يليIR الدالة العددية المعرفة على fلتكن 
( ) 2 1 ; 1

( ) 2 ; 1

f x x x x

f x x x x x

⎧ = − − ≥⎪
⎨

= + −⎪⎩ ≺
  

)(م   .م.منحناها في م) (Cوليكن  , ,o i j
G G

) lim     و  احسب -1 (
x

f xlim ( )
x →+∞

f x
→−∞

  .1 في f ادرس اتصال -أ-2
  .اعط تأويلا هندسيا للنتيجتين المحصل عليهما، ثم 1وعلى اليسار في  على اليمين f ادرس قابلية اشتقاق -ب
}    من x لكل f’(x) احسب -أ-3 }1IR −
   .f اعط جدول تغيرات -ب
   .( C) حدد الفرعين اللانهائيين للمنحنى -أ-4
  . مع محور الأفاصيل ( C) حدد تقاطع المنحنى -ب
   ( C) ارسم المنحنى -ج

(2)2∞+,2]  والتي تحقق ] على المجال f الدالة الأصلية للدالة g لتكن -5
3

g =

   x بدلالة g(x) اآتب -أ
   .g اعط جدول تغيرات الدالة -ب
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0)≥( 1
  
) )-أ-1 1)( 1)x x+ x  و − Df x∈ ⇔ ≠  
]1)x ≤ ]  و )  أو − 1x ≥x 1⇔ ≠

] ] ] [, 1 1,x⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞         

[ إذن      ] ] [, 1 1,fD = −∞ − ∪ +∞
  

1lim       )-ب 1
1x

x +
=

x −→+∞

lim   و إذن  ( )
x

f x
→+∞

= +∞lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞

  بما أن 
1

1lim
1x

x
x+→

+
= +∞

−

1
lim ( )
x

f x
+→

= +∞

( 1) 0f − =

   فإن 

  و      
  

   )- أ-2
1 1

( ) ( 1) 1lim lim 0
1 1x x

f x f x
x x− −→− →−

− − +
= =

+ −

' ( 1)gf − =

 {

  .-1 قابلة للاشتقاق عل اليسار في fإذن 
 0و 
  
{   -ب (1fx D∈ − −

2
2

1 ( 1)'( ) ( 1)
1 12

1

x xf x x
x x

x

−
+ −= + +
− +

−
2

2

1( 1) ( 1)
1

1( 1)
1

xx x
x

xx
x

+
− −

−=
+

−
−

+
  

  إذن 

} من xلكل  }1fD − −  
2

( 1)( 2)'( )
1( 1)
1

x xf x
xx
x

+ −
=

+
−

−

  

)'-ج ) f إشارة ) x هي إشارة ( 1)( 2)x x+ −  
  

  
  (2) 3 3f =
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   ) -أ-3

[ ]                       1lim ( ) ( 2) lim ( 1) ( 2)
1x x

xf x x x x
x→+∞ →+∞

+
− + = + − +

−
  

                    
2 21( 1) ( 2)

1lim
1( 1) ( 2)
1

x

xx x
x
xx x
x

→+∞

+
+ − +

−=
+

  
+ + +

−

            
2

3 5lim
1( 1) ( 2)( 1)
1

x

x
xx x x
x

→+∞

+=  
+

− + + −
−

        

53
lim 0

1 1 2( ) (1 )( 1)
1

x

x
xx x

x x x

→+∞

+
  = =

+
− + + −

−
2y x =   الذي معادلته(D)إذن المستقيم  +

∞−∞+   و  بجوار( C)مقارب ل 
 ( C) إنشاء )ب
  

  
  
  
 



                             

  

1- 2lim ( ) lim ( 4) 1
4x x

f x x
x→−∞ →−∞

⎡ ⎤= − − + = −⎢ ⎥−⎣ ⎦
∞  

2-   

             
4 4

4 4

( ) (4) 4 2 4lim lim
4 4x x

x x

f x f x x
x x→ →

− − + −
=

− −≺ ≺

         

  

4
4

2lim 1
4x

x x→

⎛ ⎞  = − = −∞⎜ ⎟−⎝ ⎠≺

f 4 غير قابلة للاشتقاق على اليسار في  
  . يوازي محور الأراتيبA(4,0)نصف مماس في النقطة (C) يقبل 

  
[    من x لكل  )-أ-3 [, 4−∞

               1'( ) 1 2
2 4

f x −
= +

−
  

x
1 4 11

4 4
x

x x
− −

= − =
− −

إشارة 

  

4    هي f’(x) إشارة )-ب 1x− −
4 1 34 1
4 1 4 1

x xx
x x

− − −
− − = =

− + − +
4 :لدينا  1 0x− + ;4x∀ ≺   

−x   3 هي إشارة f’(x)إذن إشارة 
3 '( )x f x⇔≺ ; 0

0
  

3 4 '( )x f x⇔≺ ≺ ≺  
 

 
 
 

(3) 1 2 1f = − + =  

( ) 4 2 4lim lim 1
x x

f 4-         x x
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞−
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠x
  

     2

4 4 1lim 1 2 1
x x x x→−∞

⎛ ⎞
= + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

(          )lim ( ( ) ) lim 4 2 4
x x

f x x x
→−∞ →−∞

− = − + − =  

 فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذي ال(C) يقبل إذن

+∞

yمعادلته  x= 
  

                    4x ≺  5- 
  ( ) 0 4 2 4 0f x x x= ⇔ − + − =
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     2 4 4x x  ⇔ − = −
4 4 x                ⇔ = −

0x⇔ =

0

  
                       

 .ور الأفاصيل في أصل المعلم يقطع مح(C)إذن 
  

6- (0)f (0)'1    و =
2

f =

( ) 1:
2

T y x=  

7-   3( 5)f − = −
  

  
  
  
  
 



 

2 0fx D x x∈ ⇔ + ;
( 1)x x⇔ + ;

  
1-(  
 0  

] [ ] [, 1 0,x x∈⇔ −∞ − ∪ +∞  

[  إذن  [ ] [, 1 0,fD = −∞ − ∪ +∞
  
   أن نعلѧѧѧѧѧѧم )-2

2lim
x

x x
→+∞

+ = 2   و ∞+

1lim
x x x→+∞

=
+

lim  إذن  ( )
x

f x
→+∞

= −∞

2m   =+ و وبما أن  0x x
+

+ =
0

li
x →

∞20

1lim
x x x+→ +

lim  فإن  ( )
0

f x
x

= +∞+→

                        

  

3-(                        12 ( 1 )
2

x f x⎡ ⎤⎛ ⎞f  − − = − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
2

2

1 ( 1) 1
( 1) 1

x x
x x

                     = − + − −
+ − −

2
2

1 2 1 1 (
2 1

)x x x f x
x x x

= − + + − −
+ − −

=  

1إذن 
2

2 ( )f x f x⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
( ) ⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 x D∀ f∈

Δ

  

)المستقيم     .( C) محور تماثل (
  

fD   4-( ليكن x من 

                2 2 2

2 1 2 1'( )
( ) 2

x xf x
x x

+

x
+

= − −
+ +

  
x

2 2 2

1 1(2 1)
( ) 2

x
x x x x

⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

  

  

] [ 5-( 2 2 2

1 1( 0, )
( ) 2

fx D
x x x x

∀ ∈ +∞ +
+ +

;

'( )

0  

+,0]   [ على إشارة عكس إش إذن تقبل  f x2 xارة 1 +∞
: 0;( 0 2  بما أن  1x +  )x∀ 〉
0 ∀0x   : فإن  '( )f x ≺;

  
+∞     0                                                          x     

                     -      f’(x)  
                               

 
+∞

 
         

  
         

−∞                

     
f(x) 
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6 -   

3 2

( ) 1 1lim lim 1 1
x x

f x
x x x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

2
2

1lim ( ( ) ) lim
x x

        f x x x x x
x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞⎡ ⎤+ = − + −⎜ ⎟⎣ ⎦+⎝ ⎠
  

2

2
lim ( ) lim

x x

xx x x
x x x→+∞ →+∞

+ − =
+ +

  

1 1lim
211 1

x

x

→+∞
  =

+ +

1lim  إذن  ( ( ) )
2x

f x x
→+∞

+ = −

1  بجوار ( c) مقارب ل  الذي معادلته (D)وبالتالي فإن المستقيم 
2

y x= − −+∞

0
  
7-( ( )f x =0x ;     

2
2

1( ) 0f x x x  =
x x

⇔ = +
+

2 2( ) 1x x             ⇔ + =
2 1 0x x

  
          ⇔ + − =

1 4 5
  
Δ = + =                   

1  إذن  5
2

x − +
=

1الحل ( 
2

− 5  ) غير مقبول لأنه سالب−

1 5
2

S
⎧ ⎫− +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

   

1 5 ,0
2

A
⎛ ⎞− +

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

* ومحور الأفاصيل( C)تقاطع هي نقطة      .\+ على 



2 1x D x∈ ⇔ + ; 1- 0  
1 ,
2

x ⎤ ⎡⇔ ∈ − +∞⎥ ⎢⎦ ⎣
  

1 ,
2

D ⎤ ⎡= − +∞⎥ ⎢⎦ ⎣
  

لدينا 
1
2

1lim ( 1)
2x

x
+

→−

+ +    و =

1
2

lim 2 1 0
x

x
+

+ =
→−

  إذن  
1
2

lim ( )
x

f x
+

→−

= +∞

2

11
lim ( ) lim

2 1x x

xf x

x x

→+∞ →+∞

+
= = +∞

+
  

  

2- 1( ) :
2

D y =    ( C) مقارب ل −

11( )lim lim 0
2 1x x

f x x
x x→+∞ →+∞

+
= =

+
 

   يقبل فرعا شلجميا في اتجاه محور الأفاصيل( C)إذن
  
   .D من x ليكن )-أ-3

12 1 ( 1)
2 1'( )

(2 1)

x x
xf x

x

+ − +
+=

+
  

2 1 1
(2 1) 2 1

x x
x x
+ − −

=
+ +

  

  
3

2
3
2

(2 1)
(2 1)

x x x
x

−

= = +
+

  

  ) -ب
  
  

  
  
  
   .D من x ليكن )-أ-4

3 5
2 23''( ) (2 1) (2 1) 2

2
f x x x

−

= + − × + ×  
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5

2(1 )(2 1)x x
−

= − +  
5

21( ) ''( ) (1 )(2 1)
2

x f x x x
−

∀ − = − +;  

1  ) -ب
2

x −;

1x⇔ ≺
''

''( ) 0 1 0f x x≥ ⇔ − ;  
       
x   0 تنعدم وتغير الإشارة في إذن  1= f

2 2 3(1)
33

f = =

منه فإن 

  

2  .( C) نقطة انعطاف ل و 31,
3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
  
   .I دالة متصلة وتناقصية قطعا على g )-أ-6

[ [ )و  ) 1,J g I= = +∞  
  .J نحو I تقابل من gومنه فإن  

  
   .J من y و I من x ليكن )-ب

1( )
2 1
xy g x y

x
+

= ⇔ =
+

  

.
2

2 2 1
2 1

x xy
x
+ +

⇔ =
+

  
2 22 (1 ) 1 0x x y y 2⇔ + − + − =  

2 2' ( 1)y yΔ = − ≥ 0  

2إذن  2
1 1 1x y y y= − − 2 و − 2

2 1 1x y y y= − + −  

2الحل  21 1y y y− − −1x غير مقبول لأنه سالب.  =

2إذن  2
2 1 1x x y y y= = − + −

:

   

1  ومنه فإن  2 2( ) 1 1g x x x x− = − + −
  
 



  
I -1- '( )h x 3(1 2 )x= −0x   ∀ ;  

  '( ) 0 1 2 0h x x⇔ −; ;
1
2

x⇔ ≺  

10
4

x⇔ ≺ ≺  

 
 

  
  
  
  
  
  

2- 1
4

h ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   .h قيمة قصوية للدالة 

)   إذن  ) 1
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )x +∀ ∈\

( )x +∀ ∈\

h x h≤ 

) أي أن  ) 0h x ≤    
  
II 1-   

0 0

( ) (0) 4 1lim lim 4
x x

f x f x x
x x+ +→ →

− −⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞

*+\

  

  . غير قابلة للاشتقاق على اليمين في الصفرfإذن الدالة 
  0نصف مماس عمودي في النقطة ذات الأفصول ( C)يقبل

  
    من x لكل )-أ-2

1'( ) 4 (4 1) 8
2

f x x x
x

= + − × − x  

8 4 1 16
2

x x x
x

− − −
=

x  

14 3 4
12 16 1 4

2 2

x x x
x x x

x x

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠= =  

2 من x لكل  : \+*وباتالي فإن ( )'( ) h xf x
x

= 

  
  ) -ب
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2

4 1 1lim lim lim 0
2x x x xx x x→+∞ →+∞ →+∞

= = =  

lim  إذن  ( )
x

f x
→+∞

= −∞

  )-ج

  
 

+∞                                                             0  x 
                     -                                                f’(x) 

                                                                          
 1/2                                                                  

 
    

  
 
 
 
  
 
 

2

( ) 4 1 1lim lim 4
2x x

f x
x xx x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞= − − + = −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  .فرعا شلجميا في اتجاه محور الأراتيب ( C)يقبل 
  
   .I دالة متصلة وتناقصية قطعا على g )-أ-3

   .J نحو I تقابل من gإذن 
1(1) lim ( ),
4x

J g g x g
→+∞

⎤ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎥ ⎥⎝ ⎠⎦ ⎦
  

,1ومنه  
4

J ⎤ ⎤= −∞⎥ ⎥⎦ ⎦

0 J

  

  
∋    و  J نحوI تقابل من g لدينا )-ب

   .I يقبل سابق وحيد في 0إذن  
)    تقبل حلا وحيدا x يعني أن المعادلة  )g x 0=I∈α

1لدينا  2 2 1( )
2 4

g +
= و ; 0 3 7( ) 3 0

4 4
g = − ≺  

1إذن  3,
2 4

α ⎤ ⎡∈⎥ ⎢⎦ ⎣
  

4-   
  

  

+∞     

 
fx) 

  



( 2( لدينا -1 2lim 1 lim
x x

x x
→+∞ →+∞

− = = +∞  

2lim  يعني أن  1
x

x
→+∞

− = +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞
  

  إذن 

  
2 2

2 2

( 1) 1lim ( ) lim lim
1 1x x x

x xf x
x x x x→−∞ →−∞ →−∞

− −
= =

− − − −

ن 

  

2lim   وبما أ 1
x

x
→−∞

− = +∞

)2limفإن  1x x− − =

lim ( ) 0
x

f x
→−∞

=

−∞  
  

  ومنه 

  
  )-أ-2

 
2( ) (1) lim 1lim

1 1
f x f x x 1−

x x
+ −

=
− −

−  

2

21 1
1 1

1 1lim 1 lim 1
1 1x x

x x

x x
x x→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
+ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠; ;

∞  

2    و لأن 

1
1

lim 1 0
x
x

x +

1
lim( 1) 2
x

x
→

+ =−
→

=
;

  

1
1

( ) (1)lim
1x

x

f x f
x→

−
= +∞

−;

  

  
 يقبل نصف مماس عمودي موجه نحو الأراتيب الموجبة عند ( C)  و 1 غير قابلة للاشتقاق على يمين fوبالتالي فإن الدالة 

A(1,1)   النقطة 

                          
2

1 1
1 1

( ) ( 1) 1 1lim lim
1 1x x

x x

f x f x x
x x→− →−

− −

− − + − +
=

+ +≺ ≺

  

                      
21

1

1lim 1
1x

x

x
x→−

−

⎛ ⎞−  = + = −∞⎜ ⎟
−⎝ ⎠≺

2−  لأن 
1

lim ( 1)
x

x
→−

− 2  و=

1
1

lim 1 0
x
x

x +−
→−
−

=
≺

  

  

1
1

( ) ( 1)lim
1x

x

f x f
x→−

−

− −
= −∞

+≺

  

  
 يقبل نصف مماس عمودي موجه نحو محور الأراتيب الموجبة عند النقطة ( C) و 1 يسار غير قابلة للاشتقاق علىfالدالة 

  
  

( 1, 1)B − − 

] [ ] [,1 1,x ∈ −∞ ∪ ) -ب  ∞+
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2
'( ) 1

1
xf x

x
= +

−
  

  

] [ ] [
2

2

1( ,1 1, ) '( )
1

x xx f x
x
− +

∀ ∈ −∞ ∪ +∞ =
−

  

  

] [ )2:  لدينا  )-ج 1, ) 1x x∀ ∈ + +∞ − + ;
لي فإن 

0x  

[  وبالتا [( 1, ) '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ ;
∞+,1]   [ تزايدية على  دالةfإذن 

] [ ] [( , 1 1, )x∀ ∈ −∞ − ∪ +∞  
2 2

2 2

1'( )
1( 1 )

x xf x
x x x

− −
=

− − −
  

2 2

1
1( 1 )x x x

−
=

− − −

] [

  

)( 2( , 1 ) 1 0x x x∀ ∈ −∞ − − − ;  

] )]إذن  , 1 ) '(x f∀ ∈ −∞ − ≺) 0x  

[   تناقصية علىfوبالتالي فإن  [  , 1−∞ −
  

  
[  -أ-3 [  (1,x ∈ +∞

[ ] ( )2lim ( ) 2 lim 1
x x

f x x x x
→+∞ →+∞

− = − −  

2

1lim 0
1x x x→+∞

−
=

− +
  

)( 2limلأن  1
x

x x
→+∞

− + = +  

 مقارب  يقبل ( C) المنحنى إذن

∞

2y∞+بجوار  x   = معادلته 
  
  ) -ب
  

  
  

1- g دالة متصلة وتزايدية قطعا على I.   
)   و  )g I I=

  .I نحو I تقابل من gإذن 
   تقبل دالة عكسية gومنه فإن 

1g    .I معرفة على −

 



  
[   )-أ-1 [ ] [* ,0 0,fD = = −∞ ∪ +∞\
  
*    فإن  إذا آان  )-ب *x ∈\x− ∈\

  و 
2 3( ) 2 xf x x
x
+

− = − −
−

2 32 (x )x f x
x
+

= − + = −  

*إذن  ( ) ( )f x f x∀∈ − = −\  
  . دالة فرديةfإذن 

2- 

2
2

31
lim ( ) lim 2

x x

x
xf x x

x→+∞ →+∞

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟= −⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2

3lim 2 1
x

x
x→+∞

⎛ ⎞
  = − + = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
lim ( )

x
f x

→+∞
= +∞   إذن 

  
3-1 -( x I∈   

2 3( ) (2 1) 2 2 1xf x x x x
x
+

− − = − − +  

2 23 31 x x x
x x
+ − +

= − =  

  
  )-ب

( ) ( )
2 2

2 2

( 3) 3( ) (2 1)
3 3

x xf x x
x x x x x x

− + −
− − = =

+ + + +
  

( )2lim 3
x

x x x
→+∞

+  بما أن  + = +∞

  فإن 
( )2

3lim 0
3x x x x→+∞

−
=

+ +

]  إذن  ]lim ( ) (2 1) 0
x

f x x
→+∞

− − =

( )Δ ∞   + بجوار ( C) مقارب للمنحنى وبالتالي فإن 

 لدينا )-ج
( )2

3( )
3

x I
x x x

−
∀ ∈

+ +
  

( ) ( ) 2 1xأي أن  I f x x∀ ∈ −≺  
[ يوجد تحت ( C)إذن المنحنى  [ ( )0,+ Δلمجال على ا    ∞المستقيم 
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  ) -أ-4

2
2

2

2

3
30; '( ) 2

x x
xx f x

x

− +
+≠ = −

2 2

2 2

( 32
3

x x
x x
− +

= −
+

)  

2 2

32
3x x

= +
+

  

  

2 2

3( ) '( ) 2
3

x I f x
x x

∀ ∈ = +
+

  

  
 ) -ب
 
 

+       ∞0                                                          x 
                                                +                    f’(x)

         
  
  

+∞

−∞

                       
 

                                                                     

 
f(x) 

  
  
  

 
 
   .I مع محور الأفاصيل على ( C) تقاطع )-أ-5

2 2 3 0

x I

x x

∈⎧⎪⇔ ⎨
− + =⎪⎩( ) 0

x I
f x
∈⎧

⎨ =⎩
  

2 2 3x x
x I

⎧⎪ = +⇔ ⎨
∈⎪⎩

  

4 24 3 0x x
x I

⎧ − − =
⇔ ⎨

∈⎩
  

4 المعادلة 2 0x x− − =4   . يؤول حلها إلى معادلة من الدرجة الثانية 3
2 3)

4
x = 14و   أ− 2 24 3 0 (x x x− − = ⇔ =  

1)x = )أو − 1x⇔ =  
( ) 0

1
f x

x
x I

= ⎫
⇔ =⎬∈ ⎭

  

 Iعلى المجال  يقطع محور الأفاصيل في النقطة ( C)إذن المنحنى 

  

(1,0)A
T

3x= −

)معادلة    :  هيAطة  عند النق( C) مماس (
'(1)( 1) (1)y f x f= − +  

: 3T y  
  -ب
 

  
   دالة فردية 'fلدينا 

. أصل المعلمO متماثل بالنسبة للنقطة  ( C)إذن منحناها 
6-   
g دالة متصلة وتزايدية قطعا على المجال I.   
g(1)  و  = \

\    نحو I تقابل من gإذن 
  
  
  



2lim ( 2)( 3) lim
x x

x x x
→+∞ →+∞

  ) -أ-1
+ −لدينا  = = +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

  

  إذن 

  

   -ب
2 2

2 2

2 ( 2)( 3( )lim lim
2 2x x

x x

x xf x
x x→− →−

− −

+ +
=

+ +; ;

)

2 2
2 2

2( 2)( 3) 2( 3)lim lim
( 2) ( 2)( 3) ( 2)( 3)x x

x x

x x x
x x x x x→− →−

− −

+ + +
= =  

+ + + + +; ;

2
lim 2(3 ) 10
x

x
→−

− =   بما أن 
+

2
2

lim ( 2)( 3) 0
x
x

x x
→−
−

+ + =
;

  

  فإن
2

2

( )lim
2x

x

f x
x→−

−

= +∞
+;

3 3
3 3

2 ( 2)( 3)( )lim lim
3 3x x

x x

x xf x
x x→ →

+ −
=

− −; ;

  

3
3

2( 2)lim
( 2)( 3)x

x

x
x x→

+
= = +∞

+ +;

  

  

               
3

3

( )lim
3x

x

f x
x→

= +∞
−;

  

3 3
3 3

2 ( 2)(3 )( )lim lim
3 3x x

x x

x xf x
x x→ →

+ −
=

− −≺ ≺

  

3
3

2( 2)lim
( 2)(3 )x

x

x
x x→

− +
= −∞

+ −≺

  

( )lim
33

3

f x
xx

x

= −∞
−→

≺

  

  )-أ-2
( ) 2 ( 2)(3 ); 2 3

( ) 2 ( 2)( 3); 3

f x x x x

f x x x x

⎧ = + − −⎪
⎨

= + −⎪⎩

≺ ≺

;
  

[  إذا آان  [2,3x ∈ −

[ 2[  فإن  ( 2)(3 )
'( )

2 ( 2)(3 )
x x

f x
x x
+ −

=
+ −

] [ 1أي أن  2( 2,3 ) '( )
( 2)(3 )

xx f x
x x

−
∀ ∈ − =

+ −
  

)'وبالتالي  )] 1 هي إشارة −2,3] 2x− )  لأن fفإن إشارة  x على ( ( 2)(3 )x x− − ;  0

] x,3]إذا آان  ∈ +∞  
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[ )'[  فإن  2)( 3)
'( ) 2

2 ( 2)( 3
x x

f x
x x
+ −

=
+ −

] [

)
2 1( 3, ) '( )

( 2)( 3)
xx f x

x x
−

∀ ∈ +∞ =
+ −

  

  
13 2
2

x x x⇒ ⇒ −; ; 1 0;

إذن 

  

'( ) 0f x⇒ ;  
] [3, '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ ;  

  
  -ب
  

 
  
 ) أ-3

2 ( 2)( 3)( )lim lim
x x

x xf x
x x→+∞ →+∞

+ −
=  

22 6lim
x

x x
x→+∞

− −
=  

2
2

1 62 1
lim

x

x
x x

x→+∞

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

2
2

1 62 1
lim

x

x x
x x

x→+∞

− −
=  

2

1 6lim 2 1 2
x x x→+∞

= − − =  

2لأن 

1 6lim lim 0
x x

  
x x→+∞ →+∞
= =

[ ]lim ( ) 2 lim 2 ( 2)( 3) 2
x x

f x x x x x
→+∞ →+∞

⎡ ⎤− = + − −⎣ ⎦  
2( 2)( 3)2 lim

( 2)( 3)x

x x x
x x x→+∞

+ − −
=

+ − +
  

62 lim
( 2)( 3)x

x
x x x→+∞

−
=

+ − +
  



6 1
2 lim 1

1 61 1
x

x

x x

→+∞

−
= = −

− − +
  

∞+    بجوار ( C) مقارب للمنحنى ( D)إذن المستقيم 
  
[    عنصرا من x ليكن )-ب [3,+∞

( ) (2 1) 2 ( 2)( 3) (2 1)f x x x x x− − = + − − −  
24( 2)( 3) (2 1)

2 ( 2)( 3) (2 1)
x x x
x x x
+ − − −

=
+ − + −

  

25 0
2 ( 2)( 3) (2 1)x x x

−
=

+ − + −
≺  

] [( ) 2 1; 3,f x من xلكل  x − +≺ ∞  

[  .على المجال (C) يوجد تحت المنحنى (D)إذن   المستقيم  [3,+∞
  

  
  
 



0

1-   
2 2 0fx D x x∈ ⇔ + ≥  
( 2)x x⇔ + ≥  

] ] [ [, 2 0,x ∈ −∞ ∪ +∞  

] ] [ [, 2 0,fD = −∞ ∪ +∞  
  

2بما أن  2lim ( 2 ) lim
x x

x x x
→+∞ →+∞

+ = = +∞  

2limو  2
x

x x
→+∞

+ = +

lim
x

x
→+∞

= +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

∞  

  و 

  
  فإن 

2- 
2 2

2

2

2lim ( 2 ) lim
2x x

x x xx x x
x x x→+∞ →+∞

+ −
+ + =

+ −
  

2

2 2lim lim
22 1

x x

x x
x x

  
x x

x

→−∞ →−∞
= =

+ − + −

2lim
21 1

x

x

→−∞
=

− + −

ينا 

  

2limلد 1 1
x x→−∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2limإذن  1 1 2
x x→−∞

⎛ ⎞
− + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

lim ( ) 1
x

f x
→−∞

= −

  

  
  وبالتالي فإن 

1y∞  ه معادلت − بجوار يقبل مقارب (C)المنحنى ومنه فإن  = −
3-  

2

2 2
2 2

( ) ( 2) 2 2lim lim
2 2x x

x x

f x f x x x
x x→− →−

− −

− − + +
=

+ +≺ ≺

+  

  
2 2

22 2
2 2

2 2lim 1 lim 1
2 ( 2) 2x x

x x

x x x x
x x x x→− →−

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠⎝ ⎠≺ ≺

  

22
2

lim 1
2x

x

x
x x→−

−

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

+⎝ ⎠≺

−∞  

  .-2 غير قابلة للاشتقاق على يسار fإذن الدالة 
2

0 0
0 0

( ) (0) 2lim lim 1
x x
x x

f x f x x
x x→ →

⎛ ⎞− +
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠; ;
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2 20 0
0 0

( 2) 2lim 1 lim 1
2 2x x

x x

x x x
x x x x x→ →

⎛ ⎞ ⎛+ +
= + = +⎜ ⎟ ⎜

+ +⎝ ⎠ ⎝; ;

⎞
⎟
⎠

  

  إذن 
0

0

( ) (0)lim
x
x

f x f
x→

−
= +∞

;

  .0 غير قابلة للاشتقاق على يمين fالي فإن الدالة وبالت
  
[   من x ليكن )-أ-4 [ ] [, 2 0,−∞ − ∪ +∞

   إذن
2 2

2 2 1'( ) 1 1
2 2

x x+

2
f x

x x x x
+

= + = +
+ +

{ }( 2,0 )x D∀ ∈ − −  
20 1 0 1 2 0x x x x x⇒ + ⇒ + + +; ; ;  

] [0, '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ ;  

[    تزايدية على المجال fإذن  [0,+∞
   .D من xليكن 

2 2
2

2

( 1) ( 2 )1 2
( 1) 2
x x xx x x
x x x
+ − +

+ + + =
+ − +

  

2

1
( 1) 2x x x

=
+ − +

  

2

1 1 0
2

2 0

x
x

x x

+ −⎧⎪− ⇒ ⎨
− +⎪⎩

≺ ≺
≺

≺
  

] ,]إذن  2 '( )x f∀ ∈ −∞ − ≺ 0x  

[   تناقصية على fوبالتالي فإن الدالة   [, 2−∞ −
  

+∞                             0              2-                −∞    x 
       +                  -  f’(x)  

 +∞ 
 
 
 

                               0  

 
 

 
 

  

1-                            
 
 
 

   2-        

 
f(x) 

 
 
  

  
  
  
  ) -أ-5

[ ] 2lim ( ) (2 1) lim 2 2 1
x x

f x x x x x x
→+∞ →+∞

⎡− + = + + − −⎣
  

2lim 2 ( 1)
x

x x x
→+∞

⎡= + − +⎣
  

2 2

2

2 ( 1)lim
2 ( 1x

x x x
x x x→+∞

+ − +
=

+ + + )
  



2

1lim
2 1x x x x→+∞

−
=

+ + +
  

limبما أن  ( 1)
x

x
→+∞

+ = 2lim    و ∞+ 2
x

x x
→+∞

+ = +∞

   وبالتالي فإن 
2

1lim 0
2 1x x x
−

=
+ + +

[ ] limيعني أن  ( ) (2 1) 0
x

f x x
→+∞

− + =

2 1y x

  

=دلته    بجوار ( C) مقارب للمنحنى ي فإن المستقيم الذي معاوبالتال ++∞
  
  

  
  
]و ∞+,0]   ] دالة متصلة وتزايدية قطعا على g) -أ-6 [( ) [ [0, 0,g +∞ = +∞

+\+\
+\

( )y g x0x ≥

   . نحو  تقابل من gإذن 
   . من yليكن 

=     نقوم بحل المعادلة 
2( ) 2

0 0

y g x y x x x
x x

⎧=⎛ ⎞ ⎪ = + +⇔ ⎨⎜ ⎟≥ ≥⎝ ⎠ ⎪⎩
  

2 2, 0y x x x⎡⇔ − = + ≥⎣
  

2 2( ) 2 , 0y x x x x⎡ ⎤⇔ − = + ≥ ⎦⎣  

  
0)2 2 2( 2 2 ,y xy x x x x⎡⇔ − + = + ≥⎣  

2(2 2) 0, 0y x y x⎡ ⎤⇔ + − = ≥ ⎦⎣  

2 2y 0yبما أن  +0 فإن ≤ ≠  

وبالتالي فإن 
2

2 2
yx
y

=
+

  

  1 :g − + →\ \+  
2

2 2
xx
x +

6  

  
  
 



  
  
1-a –  تحديدD.   

D :بما أن x    }2 27 0x+ }  و ≤ / 2 0IR x= ∈ ≠
227 0x+ ≥ I    :R من x  لكل وبما أن 

{ }/ 2 0D x IR x= ∋: فإن  ≠

{
  

}          / 0x IR x= ∈ ≠
*

  

D          : إذن IR=
] [ ] [,0 0,−∞ ∪ +∞=  

b-  حساب نهاياتf عند محدات D   
           2lim 27

x
x

→+∞
+ = +∞  

1و  1lim lim
2 2x x

x x
2x x→+∞ →+∞

+
= =  

lim   : إذن  ( )
x

f x
→+∞

= +∞

2:لدينا  • 27  
0

lim 27
x

x
→

+ =

    و: ولدينا 
0

1lim
2x

x
x+→

+
= +∞

0

1lim
2x

x +
=

x−→
−∞

∞
0

lim ( )
x

f x
→ −    و إذن 

0
lim ( )
x

f x
→ + = += −∞

*
2-a التحقق من صحة المتساوية   

IR    عنصرا من xليكن 
21 1( ) 27

2 2 2
x x x 1f x x

x
+ + +⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

2 2
2

2

1 1 ( 27 )( 27 )( 27 )
2 2 27

x x x x xx x
x x x x
+ + + − + +

+ − =
+ +

x=  

                                                               
2 2

2

1 27.
2 27

x x x
x x x
+ + −

=
+ +

  

: إذن 
2

1 1 27( )
2 2 27

x xf x
x x x

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞− = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ + +⎝ ⎠

*I   R من  x لكل 

b-   الاستنتاج  

:  أن بما
2

1 1 27( )
2 2 27

x xf x
x x x

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞− = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ + +⎝ ⎠

*   IR من x لكل 

1   و وبما أن  1lim
2 2x

x
x→+∞

+
=

2

27lim 0
27x x x→+∞

=
+ +

: فإن 
2

1 27lim 0
2 27x

x
x x x→+∞

⎛ ⎞+
=⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
  

1lim :   إذن ( ) 0
2x

xf x
x→+∞

+⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1Δ(    ذا المعادلة ) المستقيم وبالتالي فإن
1

2
xy +

=

:10تمرين 



∞+    بجوار  ( C)هو بالفعل مقارب مائل للمنحنى 
( c-  مقارب مائل للمنحنى لنبين أن (C ) 2(    بجوارΔ−∞

* IR    عنصرا من xليكن 
21 1( ) 27

2 2 2
x x x 1f x x

x
+ + +⎛ ⎞− − = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

2 2
2

2

1 ( 1)(27( 27 )
2 2 ( 27 )

)x x xx x
x

x
x x x

+ +
= + + =

+ −

+ −  

                                   
2

1 27.
2 27

x
x
+

=
x x+ −

  

1:     و وبما أن  1lim
2 2x

x
x→−∞

+
=

2

27lim 0
27x x x→−∞

=
+ −

  : فإن 
2

1 27lim 0
2 27x

x
x x x→−∞
+

=
+ −

1lim : إذن ( ) 0
2x

xf x
→−∞

+⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2Δ(   بجوار ( C) هو بالفعل مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة ) المستقيم وبالتالي فإن 
1

2
xy +

= −−∞

'( ) 3- a-  حساب   f x
* R*IR   منx ولدينا لكل I قابلة للاشتقاق على fالدالة 

2
2 2

1 1
2 0 1 2'( ) 27 .
4 2 2 27

x xf x x
x x x

+
= + +

+
  

2 2

2 2 2 2

27 1 ( 1) (27 )
2 2 27 2 27

2x x x x
x x x x

− + + + − +
= + =

+ +

x  

3 2 2 3

2 2 2 2

27 27
2 27 2

x x x x
x x x x
+ − − −

= =
− + + 27

'( )

  

b-  تغيراتf  
f    هي إشارة إشارة  x3 27x −
)'3   من  x  لكل ولدينا ) 0 27 0 *IR :f x x= ⇔ − =

3 27x                                      ⇔ =
3x

  
                                         ⇔ =

 3'( ) 0 27 0
  

f                 و                  x x⇔ −; ;
3 27x ;

3x ;
         '( ) 0 3

                                            
                                               

f                                    و  x x⇔≺ ≺
[    و [ وتناقصية على آل من المجالين ] تزايدية على المجال f الدالة إذن ] [,0 [3,−∞ +∞0,3

c- الدالة جدول تغيرات f  
  



  
  
4-a-  تقاطع(C )مع محور الأفاصيل   

   عددا حقيقياxليكن 

 : بما أن
2( 1) 27( ) 0

2
x x 0x

x
+ +f = ⇔ =

1 0x

  

                         ⇔ + =
1x

  
                           ⇔ = −

( 1,0)B
  

−ة     في النقط( C)محور الأفاصيل يقطع فإن 
  

   
  
  
  
  

 



  
   Dتحديد *  -1

   عددا حقيقياxليكن 
21لدينا  0x+ x   و ≤ D 3 0x∈ ⇔ ≠

0x ≠
2x+ ≥

   
21 0x+     و  ≤

1: وبما أن  IR من x لكل 0
*

  
                        IRD =  

] [ ] [,0 0,−∞ ∪ +∞=  
   فرديةfالتحقق من أن  •

IR*    عنصرا من xليكن 

): لدينا  ) *x IR−  و ∋
2

2
3

2( ) 1( ) . 1 ( )
( )

xf x x
x

− −
− = + −

−
   

                           
2

2
3

2 1 1 ( )x x f x
x
−

= + = −
−

       

  

  . هي بالفعل فرديةf  الدالة إذن
  

 حساب النهايتين والتأويل الهندسي -2
  

                              :لدينا
2

2
3

2 1lim ( ) lim . 1
x x

xf x x
x→+∞ →+∞

−
= +  

                                 
2

2
3 2

2 1 1lim . 1
x

x x
x x→+∞

− ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2

3 2 3 2

2 1 1 2 1 1lim . 1 lim . 1
x x

x xx x
x x x x→+∞ →+∞

− −
= + = +

                   

  

                           
2

2 2

2 1 1lim . 1
x

x
x x→+∞

−
= +  

: وبما أن 
2 2

2 2

2 1 2lim lim 2
x x

x x
x x→+∞ →+∞

−  = =

2              و 

1lim 1 1 0 1
x x→+∞

+   = + =

lim ( ) 2.1 2
x

f x
→+∞

=                     : فإن  =

)للمنحن هو مقارب أفقي y = 2وهذا يعني هندسيا أن المستقيم ذا المعادلة  ζ    بجوار ( ∞+ى 

   و : ولدينا 
2

30

2 1lim
x

x
x+→

−2

0
lim 1 1
x

x
+→

+ = −∞=

0
lim ( )
x

f x
+→

= −∞

 

  : إذن 

) أي محور الأراتيب هو مقارب رأسي للمنحنx =0وهذا يعني هندسيا أن المستقيم ذا المعادلة  ).  ζ ى
   fتغيرات  -3

   :D من x ولدينا لكل D قابلة للاشتقاق على fالدالة 

                                      
'2 2

2 2 '
3 3

2 1 2 1'( ) 1 ( 1 )x xx x x
x x

⎛ ⎞− −
= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  f
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3 2 2 2

2
6 3 2

4 . 3 (2 1) 2 1 21 .
2 1

x x x x x xx
x x x

− − −
= + +

+

              

  

                    
2 2 2

2
4 2 2

4 6 3 2 1 21 .
1

x x x xx
x x x
− + −

= + +
+

  

2 2 2 2 2 2
2

2 44
2 2

3 2 2 1 (3 2 )(1 ) (2 1)1
1 1

x x x x x xx
x x x x x

− − − + + −
= + + =

+ +
  

2 2 4 4 2

4 4
2 2

3 3 2 2 2 3

1 1

x x x x x

x x x x

+ − − + −
= =

+ +
'( ) 0

  

I*    من x  لكل إذن  fR
 
x
[    و  تزايدية قطعا على آل من المجالين fوهذا يعني أن [ ] [,0−∞0,+∞
   fرات الدالة ومنه جدول تغي

  

  
  

  : لاحظ أن 
 : لدينا 

0
lim ( )
x

f x
−→

= +∞lim ( ) 2
x

f x
→−∞

=     و −

= −∞lim ( ) 2
x

f x
→+∞

    و : لأن 
0

lim ( )
x

f x
+→

=

  . فرديةfو 
  
  



  
IR* تقابل من g لنبين أن -أ -4    J نحو مجال +

[   متصلة وتزايدية قطعا على  gالدالة بما أن  [0,+∞

[ تقابل من فإنها  [    نحو المجال ∞+,0] [ ] [  :( 0, ) , 2J g= +∞ = −∞

g [    نحو  معرفة من  فهي تقبل دالة عكسية إذن [ 1−] [0, ,2−∞+∞

g − J.  1 قابلة للاشتقاق على المجال  لنبين أن -ب

]   [ من x ولدينا لكل  قابلة للاشتقاق على gالدالة لدينا  ] [0, 0,+ +∞∞

g −

( )'

'( ) 0g x ≠  
J.   1شتقاق على المجال  قابلة للاإذن الدالة

ζسم    ر -ج

[  على fمماثل منحنى  yدلة ζ'(  )أنظر الشكل (  بالنسبة للمستقيم ذي المعا) هو المنحنى ∞+,0] x=

  
 



  

   حساب * -1
0

( )lim
x

f x
x+→

2
3( ) 6 4f x x

x x
= −  

2 1 13
3

3

6 64 6 4 4x x
x x

− −

= − = − = −  

   : وبما أن 
30

6lim
x x+→

= = +∞

          :فإن 
0

( )lim
x

f x
x+→

= +∞

  0 غير قابلة للاشتقاق على اليمين في fالدالة :  لحوظةم
  التأويل الهندسي  •

)المنحنى ζ  . نصف مماس رأسي موجه نحو الأعلىO(0,0) يقبل في النقطة (
   تحديد الفرع اللانهائي-2

  : بما أن 
3

( ) 6lim lim 4
x x

f x
x x→+∞ →+∞

= −

            4- = 4-0=    

و 
2
3lim ( ) 4 lim 6

x x
f x x

→+∞ →+∞
+ = x   

3 2lim 6
x

x
→+∞

= = +∞  

) المنحنفإن +    فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذو ال يقبل بجوار ( ζ 4y∞ى  x= − معادلة 
   f جدول تغيرات -3

*    من x ولدينا لكل  قابلة للاشتقاق على fالدالة  *IR ++

                    

IR
2 132'( ) 6. 4

3
f x x

−
= −  

3

1
3 14 1 4x

x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞1= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

                      
( )x3

3

1
4

x

−
=

'( )

  

f   1 هي إشارة إشارة  xx− 3

   fومنه جدول تغيرات الدالة 
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 :           لدينا : ملاحظة
2
3lim ( ) lim 6 4

x x
f x x x

→+∞ →+∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

2 11
3 3lim 6 4 lim 6 4

x x
x x x x

−
−

→+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⎟
⎠

  

                           
3

6lim 4
x

x
x→+∞

⎛ ⎞= − = −∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  ) و لأن ( 
3

6lim 4 0 4 4
x

x
x→+∞
− = − = −lim

x
x

→+∞
= +∞

ζ(  . مع محور الأفاصيل) تحديد نقطتي تقاطع -أ-4
IR    عنصرا من xليكن  +

: لدينا 
2
3( ) 0 6 4 0f x x x= ⇔ − =   

    
2
3

2
3

22 3 xx
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟ 0⇔ − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 21
3 32 3 2x x

−⎛ ⎞
0⇔ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

   
2 1
3 32 3 2x x
⎛ ⎞

0⇔ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

      
1
3 3

2
x =0x ⇔    أو  =

3 21
3 3

2
x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⇔0x     أو  =

27
8

x ⇔0x     أو = =

)   O(0,0) في النقطتين إذن محور الأفاصيل يقطع  )ζ 27 و( ,
8

A

( )Δ

Δ

0)

ة     معادل-ب

)معادلة  ζ27(  : هي في النقطة ذات الأفصول ) مماس (
8

   27 27 27
8 8

y f x f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= × − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

8
  

4                  :يعني أن 27 0
3 8

y x⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

4                        :  أنيأ       9
3 2

y x= − +

  



  
  
   تقابل gلنبين أن * -5

]    متصلة وتناقصية قطعا على المجال  gة الدال [1,I = +∞

[    نحو المجال I تقابل من وبالتالي فإنها ]( ) , 2g I = −∞

g ]   ] نحو  معرفة من  تقبل دالة عكسية أي أنها 1−] ]1, ,2−∞+∞

1( )g −

  
  
  
   (0)'حساب  •

)11  :  أن ابم ) '(0) 1( (0
g

g g
− = −

 :

))

)27    فإن وبما أن  )
8

g = 01 27( )(0)
8

g − =

)11  : فإن  ) '(0)
27'
8

g
g ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− =

              1 3
4 4
3

= = −
−

  

  
 



lim  حساب  -أ-1 ( )
x

f x
→−∞

2lim      بما أن 1
x

x
→−∞

+ = +∞  : lim
x

x
→−∞

− = +∞

2lim   فإن 1
x

x x
→−∞

+  : − = +

lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

=

∞

   : إذن

   لنبين أن -ب

   : بما أن
2 2

2

2

1lim 1 lim
1x x

x xx x
x x→+∞ →+∞

+ −
+ − =

+ +

0
2

1lim
1x x x→+∞

= =
+ +

2lim ( ) 0 0
x

f x
→+∞

= =

  

:    فإن

  f:  لنبين أن -أ -2
2

2 ('( )
1

)f x−x =
+ x

IR   : من x ولدينا لكل I قابلة للاشتقاق على fالدالة 
 

R
                                                  2 2'( ) 2( 1 )( 1 ) 'f x x x x x= + − + −  

                                                 2

2

22( 1 ) 1
2 1

xx x
x

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟

+⎝ ⎠
  

  
2

2 2

2 2

12( 1 ) 1 2( 1 )
1 1

x x xx x x x
x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ − +
= + − − = + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                   
2 2 2 2

2 2

2( 1 )( 1 ) 2( 1 )
1 1

x x x x x x
x x

− + − + − − + −
= =

+ +
  

                                                                                     
2

2 ( )
1
f x

x
−

=
+

'( ) 0

  

I   منx لكل لنبين أن * -ب fR
'( ) 0

x ≠
IR  . لا تقبل أي حل في لذلك سنبين أن المعادلة  f x =

    :لدينا
2

2 ( )'( ) 0 0
1
f xf x

x
−   = ⇔ =

+
( ) 0f x                ⇔ =  

2 2( 1 ) 0x x⇔ + − =  

    21 0x x  ⇔ + − =
21           x x⇔ + =

2 21
0

x
         

x
x
⎧ + =

⇔ ⎨
≥⎩

1 0
0x

=⎧
⇔ ⎨ ≥⎩

'( ) 0

  

                    

  وهذا غير ممكن 
I   لا تقبل أي حل في إذن المعادلة  f x =R

'( ) 0 IR  . من x  لكل fوهذا يعني أن  x ≠

:13تمرين 



  : طريقة ثانية
   عنصرا حقيقيا xليكن 

2  :         بما أن  1 2x x+ ;
2   : فإن 21x x+ ;
2        :  أن ييعن 1x x+ ;

x           :وبما أن  x≥

2        : فإن  1x x+ ;
2يعني أن :  1 0x x+ − ;

 ( ) 0
  

f   :إذن  x ;
 ( ) 0 f  ومنه x ≠

'( ) 0 IR  . من x  لكل : وبالتالي f x ≠
   fجدول تغيرات الدالة  •

  .I من xلكل     : بما أن
2

2 ( )'( )
1
f x−

=
+

f x
x

R

'( ) f   هي إشار إشارة فإن  x( ) fة  x−
I  . من x لكل وبما أن  f ( ) 0x ;R

'( ) 0 IR  . من x لكل فإن  f x ≺
   . fومنه جدول تغيرات الدالة 

  
                                 +∞−∞ x 

     -  '( )f x  
                                        +∞  

  
  

0                                            
                            

 
( )f x  

  
  

  
  
 

)   : لنبين أن * -3 )lim
x

f x
= −∞

x→−∞

 ، IR* من xلكل 
2 2( ) ( 1 )f x x x

x x
+ −

=  

  
2 2 2 21 2 1 1 2 2 1 2x x x x x x x

x x
+ − + + + − +

= =  

                                              21 2 2 1x x
x

= + − +  

1lim  : وبما أن  0
x x→−∞

2lim  و = 2 2 1
x

x x
→−∞

− + = −∞

)  : فإن  )lim
x

f x
x→−∞

= −∞

  التأويل الهندسي  •
)المنحنى  ∞−ζ  . فرعا شلجميا اتجاهه محور الأراتيب يقبل بجوار (



  (T) معادلة للماس -أ-4
ζ(  : هي0 في النقطة ذات الأفصول ) مماس (T)معادلة ديكارتية للمستقيم 

'(0)( 0) (0)y f x f= − +  
)2 :       أي 0) 1y x  = − − +

     2 1y x =           : أي  − +

) (T) رسم -ب ζو    (
  

  

  
  
J.   IR نحو مجال  تقابل من f لنبين أن -أ-5

IR   متصلة وتناقصية قطعا على  fالدالة 
[    نحو المجن إذن فهي تقابل م [( ) 0,J f IR= IR ال= +∞

[    نحو  معرفة على من 'fوبالتالي فهي تقبل دالة عكسية  [0,+∞IR

 1 '(1)f − ) ح-ب ساب   (

1            : بما أن 
1

1( ) '(1)
'( (1))

f
f f

−
−=

) 1=1(1) 0f − ):      فإن وبما أن  )(0f=

1            :فإن  1( )(1)
'(0)

f
f

− =

                       1 1
2 2

  = = −
−

f    حساب -ج '( )x
[   IRعنصرا من  y و  عنصرا من xليكن  [0,+∞

1( ) ( )f x y f y− = ⇔ = x  

                                       2 2( 1 )y y x⇔ + − =  

 21 y y x⇔ + − 21− أو = y y⇔ + − = x  

21: لدينا  0y y+ − 21لأن     ( ; y y+ ;(  

21 :   أي y y x+ − =

21: أي  y x y+ = 2:     أي + 2 2) ( )y x y+ = +( 1   

2: أي  2y y x y1 2+ = +

 :

   

2   :    أي أي  1y x x= −
x1

2
−y =

x

IR   x1 من x  لكل  : إذن 1( )
2

f x
x

− −
=

 



lim    حساب -أ-1 ( )
x

f x
→+∞

3 :       وبما أن 2lim 1
x

x
→+∞

= + = +∞lim ( 2)
x

x
→+∞

 − = +∞

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

 

    : فإن

   دراسة الفرع اللانهائي -ب

                       :لدينا 
3 2( ) 2 1lim lim 1

x x

f x x
x x x→+∞ →+∞

+
= − +  

3 2 2
3

33 3

2 1 2 1lim 1 lim 1
x x

x x
x x xx→+∞ →+∞

+ +
= − + = − +  

3
3

2 1 1lim 1 1 0 0 1
x x x x→+∞

=               − + + = − + =  

3  و             2lim ( ) lim 2 1
x x

f x x x
→+∞ →+∞

= − = − + +

+∞=  
  

) y =xاتجاهه المستقيم ذو المعادلة  يقبل فرعا شلجميا بجوار إذن  )+∞
'( )

ζ
f   حساب -أ-2 x

IR+    قابلة للاشتقاق على fالدالة 
IR+   لدينا لكلx من 

'

 
1

2 3'( ) 2 ( 1)f x x x
⎡ ⎤

= − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2 2
1 211 23 31 2 ( 1) 1 ( 1)

3 3
xx x x

− −
= + + = + + 

  :                               إذن 
2 23

2 23

3 ( 1) 2

3 ( 1)

x x

x

+ +
=

+

'( ) 0f x ;

 
   f جدول تغيرات -ب

IR+    من x  لكل  أن بما 
  :يكون آالتالي  f جدول تغيرات الدالة فإن

  

  
  
  .I نحو مجال +IR تقابل من fلنبين أن  -1

IR+  ،دالة متصلة وتزايدية قطعا على f   أنبما 
]   :  نحو المجال +IRن  تقابل مفإنها [( ) 1,I f IR+= = − +∞

]   نحو ] معرفة من  فهي تقبل دالة عكسية إذن 1+ −1,− +∞IR f

:14تمرين 



  . تقبل حلا وحيداf(x) =0 لنبين أن المعادلة -أ-4

 : ( ) 31 1 2f = − + و ; 3  0بما أن
1 3 5 0
2 2 4

f ⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

≺

( )

   

11   : إذن  . ( )
2

f f ≺ 0

1    متصلة وتزايدية قطعا على fوبما أن  ,1
2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

1بحيث α     تقبل بالفعل حلا وحيدا f(x)=0فإن المعادلة  1
2

α≺ ≺

)    و ) تحديد نقطة تقاطع -ب ) )ζΔ

R+I   عنصرا من xليكن 
3: لدينا  2( ) 2 1 0f x x x= ⇔ − + + =   

3 2 1 2x⇔ + =
2 7x

  
       ⇔ =  

0x  )     لأن (  ≥7x⇔ =

( ) ):  هي = Δy(x   ζ الذي معادلته ) والمستقيم إذن نقطة تقاطع  )7, 7A

) رس-ج '(   ) و ( ζζم 
  

  
  
  

ζ(0,B(     هي عند النقطة )ارتية لحامل نصف مماس معادلة ديك:  ملحوطة − 1)1y x= −
  
  
  



  .1 متصلة في f لنبين أن -1

1  : بما أن  1(1)
2 1

f +
=

2 1
2

= =  

    :بما أن و
1 1

1lim ( ) lim
2x x

xf x
x+ +→ →

+
=

1 1 2 1 (1)
22 1

f+
= = = =  

   .I متصلة على اليمين في f الدالة فإن 

: ولدينا 
1 1

2lim ( ) lim
x x

f x x
x− −→ →

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

21 1 2 1
1

(1)f= − + = − + = =  

  1 متصلة على اليسار في fإذن الدالة 
0   لأنها متصلة على اليمين وعلى اليسار في هذه النقطة  متصلة بالفعل في النقطة f الدالة  وبالتالي فإن 1x =

  1 قابلة للاشتقاق على اليسار في f لنبين أن -أ-2

  : لدينا 
1 1

2 1( ) (1)lim lim
1 1x x

xf x f x
x x− −→ →

− + −−
=

− −
2

1 1

2 ( 1)(lim lim
( 1) ( 1)x x

x x x x
x x x x− −→ →

2)− + − − − −
= =

− −
  

1

2 1 2lim 3
1x

x
x−→

− − − −
= = = −

' (1) 3g

  

   1 بالفعل على اليسار في  قابلة للاشتقاقfإذن الدالة 
=   f: و  −
  1 قابلة للاشتقاق على اليمين في f لنبين أن -ب

                                              : لدينا
1 1

1 1
( ) (1) 2lim lim

1 1x x

x
f x f x

x x+ +→ →

+
−

−
=

− −
2

1 1

1 2 ( 1)lim lim
2 ( 1) 2 ( 1)( 1)x x

x x x
x x x x x+ +→ →

+ − −
= =

− − +
  

             
1

1 1 1 0lim 0
2(1 1) 42 ( 1)x

x
x x+→

− −  = = = =
++

' (1) 0df =

0≺

  1 قابلة للاشتقاق بالفعل على اليمين في fإذن الدالة 
   : و 
[    من x لكل  لنبين أن -أ-3 [ ] [,0 0,1−∞ ∪ '( )f x

[    من x ولدينا [ق على  قابلة للاشتقاfالدالة  [ ] [ [ ] [,0 0,1−∞ ∪ ,0 0,1∪−∞

2'( )f x x
x

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2 2

2 21 1
x x

⎛ ⎞= − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2: وبما أن 

21 [    من x لكل 0 [ ] [
x

+ ;,0 0,1−∞ ∪

0≺ [   من x  لكل : فإن  [ ] [,0 0,1−∞ ∪ '( )f x

1: لنبين أن   - أ
4
x
x x
−

[ من x  لكل = [1,+∞   '( )f x

f ولدينا لكل [قابلة للاشتقاق على  دالة x من   ] [ [1, 1,+∞ +∞

                        
'

1'( )
2

xf x
x

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1 (1 )
1 1 2 12 .
2 2 2

x x
x xx

x x x

⎡ ⎤− +⎢ ⎥ − −
= =⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

                                                1
4
x −
x x

=

'( ) 0f x ;

  

∞+,1]   [ من x لكل  إذن
   :fجدول تغيرات الدالة  -ج
  
  

  
  

  :لدينا 

 *2lim ( ) lim
x x

f x x
x→−∞ →−∞

⎛ ⎞= − + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞  

 *
0 0

2lim ( ) lim
x x

f x x
x− −→ →

⎛ ⎞= − + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞  

 *
0 0

2lim ( ) lim
x x

f x x
x+ +→ →

⎛ ⎞= − + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞  

 *1 1lim ( ) lim lim
22 2x x x

x xf x
x x→+∞ →+∞ →+∞

+
= = +

∞
0

lim ( )
x

f x
−→

= +∞  

  : دراسة الفروع اللانهائية-أ-4
*     و  : بما أن

0
lim ( )
x

f x
+→

=+=−∞

) المنحنفإن ζى   .يب أي محور الأراتx =0يقبل مقاربا رأسيا معادلته (

[ من xلكل *  [ ] [,0 0,1−∞ ∪ ،   2( )f x x=
x

− +



2lim : لدينا 0
x x→−∞

=

 ( )

   

∞−ζ يقبل بجوار y = -x  مقاربا معادلته إذن

):  لدينا * ) 1lim lim
2x x

f x x
x x x→+∞ →+∞

+
=   

1 1lim 0 0 0
2 2x x x x→+∞

+ = + =  

)  . يقبل  فرعا شلجميا اتجاهه محور الأفاصيل بجوارإذن  )+∞ ζ
  

  
  
  

)  :  هما 1 عند النقطة ذات الأفصول معادلتا حاملي نصفي مماس  : ملحوظة )ζ1y 3 و = 4y x= − +
  

 



lim حساب * -1 ( )
x

f x
→+∞

: لدينا 
3

3

1lim ( ) lim
1x x

xf x
x→+∞ →+∞

−
=

+
   

         
3

3lim 1
x

x
x→+∞

= =

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞

  

  : لنبين أن * 

[   من xلكل  [,1−∞.  f ( ) 1 2 1x x x= − + −

                       1 (2 1 )x x= − − −

lim :     ولدينا 1
x

x
→−∞

− = limو + 2 1
x

x
→−∞

− ∞− = −∞

lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞    : إذن

  1 على اليمين في fدراسة قابلية اشتقاق * -2

                                           

3

3

1 1

1 0( ) (1) 1lim lim
1 1x x

x
f x f x

x x+ +→ →

−
−− +=

− −
  

3 2

3 31 1

1 ( 1)(lim lim )
( 1)( 1) ( 1)( 1)x x

x x x
x x x x+ +→ →

1x− − + +
= =

− + − +
  

                                     
2

31

1 3lim
1 2x

x x
x+→

+ +=  =
+

'   :  ولدينا 1 قابلة للاشتقاق على اليمين في f الدالة وبالتالي فإن 3(1)
2d

f =

   1 على اليسار في fدراسة قابلية اشتقاق * 

                                      :بما أن
1 1

( ) (1) 1 2 1lim lim
1 1x x

f x f x x
x x− −→ →

− − +
=

− −
−

                                          
1

1 2 1lim
1 (1 )x

x x−
x x−→

−
= +  

− − −

    
1 1

2 1 1 2(1 )lim 1 lim 1
(1 ) 1 (1 ) 1x x

x x x
x x x x− −→ →
− − −

= − = −  
− − − −

                                            
1

2lim 1
1x x−→

  = − = −∞
−

  .1 غير قابلة للاشتقاق على اليسار في f الدالة فإن
  :التأويل الهندسي * 

( )ζ حامله هي معادلة  نصفي مماس أحدهما رأسي موجه نحو الأعلى والآخر على اليمين  يقبل في النقطة

   

(1,0)A
3 ( 1)
2

y x= −

∞+,1]   ] تزايدية قطعا علىf لنبين أن -3-1

f 1]   ]لى قابلة للاشتقاق ع دالة,+∞

[  . من xلكل  [1,+∞

                                                        
'3

3

1'( )
1

xf x
x

⎛ ⎞−  = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

:16تمرين 



2 3 2 3 2 3 3

3 2 3 2

3 ( 1) 3 ( 1) 3 ( 1 1)
( 1) ( 1)

x x x x x x x
x x

+ − − + − +
= =

+ +
  

                                                          
2

3 2

6
( 1

x
x

=
+

'( ) 0f x
)

  

∞+,1]   [ من x لكل  وبالتالي فإن

∞+,1]   ]تزايدية قطعا على المجال  دالة هي بالفعل f إذن

)'   [ من x لكل  لنبين أن -ب )
1 (1 1

xf x
)

−[,1−∞ =
x x− + −

[  ة للاشتقاق على  قابلfالدالة  [,1−∞

[    من x ولدينا لكل  [,1−∞

''( ) ( 1 2 1 )f                              x x x= − + −  

              1 11 2. 1
2 1 1
−

x
= + = −

x− −
  

1 1 ( 1 1)( 1 1
1 1 ( 1 1)

x x x
x x x

− − − − − +
=

− − − +
=  

1 1
1 ( 1 1) 1 ( 1 1)

x x
x x x x
− − −

= =  
− − + − − +

  
  
  
  
   f تغيرات  جدول-ج

  
   دراسة الفرعين اللانهائيين - أ-4

lim  : لدينا  ( ) 1
x

f x
→+∞

=

∞+   بجوارy = 1 مقاربا أفقيا معادلته  يقبل(C )إذن 

)   : بما أنو ) 1 2 1lim lim
x x

f x x x
x x→−∞ →−∞

− + −
=

        1 2 1lim 1
x

x
x x→−∞

−
= − +  

        1 2(1lim 1
1x

)x
x x x→−∞

−
= − +

−
  

1  : فإن  2 1lim 1 ( 2).
1x x x→−∞

= − + −
− x



   : بما أنو
lim ( ) lim 1 2 1
x x

f x x x x x
→−∞ →−∞

− = − + − −  

lim 2 1 1
x

x
→−∞

= − − = +∞  

∞−   y= x فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذو المعادلة  يقبل بجوار ( C)المنحنى  فإن
  

  
  
  
∞+,I   [1 نحو مجال ] تقابل من g لنبين أن - أ-5

∞+,1]   ] متصلة وتزايدية قطعا على المجال gالدالة بما أن 

1,+∞ ] فهي تقابفإن ل من   : نحو المجال ]

[ [ [ [( 1, ) 0,1J f= +∞ =  

]   ] نحو] معرفة من تقبل دالة عكسية إذن فهي  [0,1 1−1, g+∞
1( )g x−

 0,1
ب      حسا-ب

ن  مxليكن  ] عنصرا ∞+,1]   ] عنصرا من y و ]

 :1( ) ( )g x y g y x− = ⇔ =   لدينا 
3

3

1
1

y x
y
−

⇔ =
+

  

3 31 ( 1y x y⇔ − = + )  
3 31y xy x⇔ − = +  
3 3 1y xy x⇔ − = +  

3 (1 ) 1y x x⇔ − = +  



3 1
1
xy

x
+

⇔ =
−

  

3
1

1
xy

x
+

⇔ =
−

  

x1   ] من x لكل إذن  3
1( )
1

g x− +
=

−
[0,1

x

x  1g:  دالة أصلية للدالة  لنبين أن -ج −

3 2 23

2
( 1)x x x

→
− − +

[    عنصرا من المجال xليكن  [0,1

 1 3

'
' 1( )

1
xg x −                                                                :لدينا  ⎛ ⎞+

x
⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

                                                                       

'1
31

1
x

x

⎡ ⎤+⎛ ⎞⎢ ⎥= ⎜ ⎟  
⎢ ⎥−⎝ ⎠
⎣ ⎦

                    
1 2' 1
3 3

2

1 1
1 11 1 1 1 1.

3 1 1 3 (1 ) 1
x x x
x x x x

− −−+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − + − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

                      2 22
23 33 3

2 1 1 2 1. . .
3 (1 ) 31 1(1 )

1 1

x x xx
x x

−
= =

− + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                           2 2
3 23 3

2 1 2 1. .
3 3(1 ) ( 1) (1 ) ( 1)

1
x x x x

x

= =
⎛ ⎞ ⎡ ⎤− + − +

  

⎣ ⎦⎜ ⎟−⎝ ⎠

     2 2
2 2 33 3

2 1 2 1. .
3 3(1 2 )( 1) ( 1 2 2x x x 2 )x x x x x

= =
⎡ ⎤− + + + − − + +⎣ ⎦

  

                                2 3 233 2 3

2 1 2. .
3 3 ( 1)( 1) x x xx x x

= =
− − +− − +

2
  

1g   [ على المجال  هي بالفعل دالة أصلية للدالة إذن  −

3 2 23

2
3 ( 1)

x
x x x

→
− − +

[0,1

  
  

 



lim  و             حساب -أ-1
x

( )f x
0

lim ( )
x →+∞

f x
+→

lim : بما أن lim ( 1)
x x

x x x x
→+∞ →+∞

  − = −

= +∞                             

1lim                   و  0
x x→+∞

=

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞    : فإن

   و  : أنبما و
0

1lim
x x+→

= +∞
0

lim 0
x

x x
+→

− =

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞

0
lim ( )
x

f x
+→

= +∞

    : فإن

   تحديد الفرعين اللانهائيين -ب
   :  أن بما * 

  . أي محور الأراتيبx = 0 يقبل مقاربا رأسيا معادلته  ( C) فإن

1 : بما أن •
+  ( )lim lim 1

x x

f x x
x x x x→+∞ →+∞

= −

1 1lim 1 1 0 0 1
x x x x→+∞

− + = − + ==  

1lim: و  ( ) lim
x x

f x x x
x→+∞ →+∞

− = −

 C

  

)فإن ∞+  y = x  فرعا شلجميا اتجاهه المستقيم ذو المعادلة  يقبل بجوار (
'( ) f    حساب -أ-2 x

*   : من x ولدينا لكل  قابلة للاشتقاق على fالدالة  *+IR+

                      

IR
1

1 2'( ) 1
2

xf x
xx

−
= − +   

1 1 2 11
2 2 2

x x x
x x x x x

− −
= − − =

 : ا

  

2)  ولدين 1)( 1) 2 2 1x x x x x x x x x+ + − = − + − + −

                                      2 1x x x= − −  

2 : إذن 1'( ) ( 1)
2

x xx x
x x

⎛ ⎞+ +] [0,+ f لكل x من = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∞

'( )

  

   :f جدول تغيرات -ب
f    هي إشارة إشارة  x1x −

  : fومنه جدول تغيرات الدالة 
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(   )  و دراسة الوضع النسبي للمنحن-أ-3 )ى  )CΔ

IR*   عنصرا من xليكن  +

)1لدينا :  )f x x x
x

− = −  

              x1
x
−

=

( )

  

x   1 هي إشارة fإشارة  x x−−

) والوضع النسبي للمنحنعطي إالجدول التالي الذي ينستنتج ومنه  ) والمستقي( fشارة   ( ( )x x−ىCΔ م 
  

  
  
  



  
  
  
−1    تقبل دالة عكسية g لنبين أن -أ-4

 
g

]   متصلة وتزايدية قطعا على المجالgالدالة بما أن [1,+∞

]فإنها تقابل من   ∞+,1]   ]  المجال  نحو∞+,1]

[ [ [ [( 1, ) 1,f +∞ = +∞  

]   نحو ] معرفة من إذن فهي تقبل دالة عكسية  [ [1,+ 1−1,+ ∞ g∞

 :[ [1 1,gD − = +∞

1gC −

(

   ومنه فإن 

(   ) رسم -ب
+,1](  )أنظر الشكل (y = x :  ذي المعادلة  بالنسبة للمستقي] على f هو مماثل منحنى المنحنى  1gC −∞( )Δ

1n ;IN

0 2a =0 1;

1n ;1 1n+ ;
1n ;

م 

    من n  لكل a لنبين بالترجع أن -أ-5
   a   ،   إذن : لدينا* 

  n =0وهذا يعني أن الخاصية صحيحة من أجل 
  IN عنصرا منnليكن  •

   a ولنبين أن aلنفترض أن  
   a: بما أن 

]    تزايدية قطعا على المجال fو [1,+∞
( ) (n f   فإن  : 1)a f;

1 1na + ;
1na ;

    أنأي
)  : إذن )n IN∀ ∈

na
 :1n n+ ≺IN

) لنبين أ-ب ن    تناقصية(
aلذلك سنبين بالترجع أن  a لكل  n من    

0  :بما أن • 2a =  

aو  f   1 0
2 2( ) (2)

2
a f −

= = =
1



1 :   فإن 0a a≺

 :1n n+ ≺ :2 1n na a

  n = 0الخاصية صحيحة من أجل  إذن
  IN عنصرا من nليكن  •

aلنفترض أن  aن أن لنبي ≻+    و

1n n+ ≺
+

a: لدينا  a  
]    تزايدية قطعا على المجال fو  [1,+∞

 :1( ) ( )n n f  إذن  a f a+ ≺
 : 2 1n n+ +≺

IN
 1 ( )n n n nf a a+

aإذن a   
  :طريقة ثانية

  
    عنصرا من nليكن 
a               :بما أن a          − = −

11 n
n n n

n n

aa a a
a a

− −
− + − ==  

1: وبما أن  a(   naلأن   ( 0 0na − و ; ≺1n ;

1  : فإن  0n

n

a
a
− ≺

naة 
( )na

( )na1n ;IN

)وبالتالي فإن المتتالي    بالفعل تناقصية(
ن    متقاربةاستنتاج أ * -ج

ية   ) من n لكل aلأن  ( 1ية ومصغورة بالعدد  تناقصالمتتالبما أن 
   متقاربة فإنها
) نهاية المتتالية Aتحديد  • )na   

]   متصلة على المجال fالدالة بما أن  [1,+∞
( ) A=قق    f تحAية  النهافإن A

1   :  أي أي : 
− + =A A A

A
1 0−

=
A
A

1=A   : إذن
 



  
  
lim                          :لدينا  -1 ( ) lim 2 1

x x
f x x

→+∞ →+∞
x= − −  

2

2 1 2 1lim 1 lim 1
x x

x xx x
x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

                         2

1 1lim 1 2
x

x
x x→+∞

⎛ ⎞
= − − = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

lim  و                                   ( ) lim 2 1
x x

f x x x
→−∞ →+−∞

= + −

  

2

2 1 2 1lim 1 lim 1
x x

x xx x
x x→−∞ →−∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

2             =:إذن       

1 1lim 1 2
x

x
x x→−∞

⎛ ⎞
− − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∞

  : لأن 1 متصلة في f الدالة -أ-2
11

lim ( ) (1)
x

f x f
+→

     و =
1

lim ( ) (1)
x

f x f
−→

=

  .1 غير قابلة للاشتقاق على اليمين وعلى اليسار في f الدالة -ب

   و : لأن 
1

( ) (1)lim
1x

f x f
x+→

−
= −

−
∞

1

( ) (1)lim
1x

f x f−
= −∞

x −−→

)ى    مماسا رأسيا يقبل في النقطة هندسيا أن المنحنوهذا يعني  )C(1,1)A
 -أ-3

 

1 1'( ) ; 1
1

1 1'( ) ; 1
1

xf x x
x

xf x x
x

⎧ − −
=⎪

⎪ −
⎨

− −⎪ =⎪ −⎩

;

≺
 

  -ب
  

              0        1        2       +∞−∞x 
     +        0      -      -    0        +  '( )f x  

                              2                   +∞
                            1               

                0                          
                                               −∞   

 
( )f x  

  
  

  
) -   y =x فرعين شلجميين اتجاههما المستقيم ذو المعادلة    و  يقبل بجوار  أ-4 )C+∞−∞

( )C ) I(2,0)ى     و في النقطتين محور الأفاصيل  يقطع المنحن-ب 2 2 2,0)J − −
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∞+,2]   ] عنصرا من المجال x ليكن -أ-5

f                         :لدينا      ( ) 2 1x x x= − −
1 1

'2 22( 1) 2( 1) ( 1)x x x x x= − − = − − −  
1 12 2( 1)( ) 2. 12 1

2

x xg x
+

− =c:   يعني أن  − +
+

  

2
34 . ( 1)

2 3
x x c     إذن      = − − +

   ثابتة حقيقيةc مع

2        فإن وبما أن 
3

g =  : (2) .4 4 2
2 3 3

c− + =

 :

   c=0: إذن  

   من x لكل وبالتالي فإن 
2 4( ) ( 1) 1

2 3
xg x x x[ [2,+∞ = − − −

  

                               :  لدينا -ب
2

34lim ( ) lim ( 1)
2 3x x
xg x x

→+∞ →+∞
     = − −

3 3
2 2

2 4

4 ( 1) 4 ( 1)1 1lim lim
2 3 2 3x x

x x
x x

x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                   :                 إذن 
3

2
4

1 4 ( 1)lim
2 3x

xx
x→+∞

⎛ ⎞−
= − = +∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
ية للدالة  دالة أصلgلأن  (  ,[ من x ولدينا لكل  قابلة للاشتقاق على gلدينا الدالة *
f(   

[2,+∞ ] [2,+∞'( ) ( )g x f x=

'( )g x( ) [    على  هي  إشارةومنه فإن [2,+ fإشارة   x∞

( ) 0f x ;
   f أو التمثيل المبياني للدالة fوحسب جدول تغيرات الدالة 

∞+,2]   [ منx لكل نلاحظ أن 

∞+,2]   ] تزايدية علىgوبالتالي فإن الدالة 
   :g جدول تغيرات الدالة بالتالي نجدو
  

  




