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Etude de I'équation matricielle Z — M*ZM = S oit p(M) < 1.

Corrigé par M.TARQI

1¢7¢ partie

1. Soient A = (ai]’)lgi,jgn et B = (bij)lgi,jgn deux matrices de Mn((C) et A e C.
e On a Ny (A) = 0 si et seulement si a;; = 0 pour tout couple (7, j), ou encore si et
seulementsi A =0,

Noo(AA) = 1@%; [Aaij| = [A| 1@%;@ = [AINo(4),
Jj= Jj=

eectonaaussi:

< Z Z
fé‘%z‘“w ol < max D ol + max D bl

D’ou
Noo(A+ B) < Noo(A) + Neo(B)
Donc N, est une norme sur M,,(C).
De mémeona:
e N(A) = 0 si et seulement si a;; = 0 pour tout couple (i, j), donc N(A) = 0 si et seule-
mentsi A =0,
o N(AA) = max [Aaij| =[N max lai;| = [AN(A),
o et I'inégalité :
<
| Dax aij +bi| < max fay|+ max byl
entraine
N(A+ B) < N(A)+ N(B)

Donc N est une norme sur M, (C).

n
2. (a) Les composantes de AX sont Z a;jxj pour 1 < ¢ < n,donc
j=1

n
[AX[oe = max Zaijmj < o ‘$Z| nax Z |aij| = (A)[[ XT]oo-
= °
n
(b) Soit C = AB = (Cij)lgz‘,jgn/ onac;; = > az’kbkj/ et
n

k=1
n
< max Z |ai| b |
]:1

Zazkbkj
k=1 -1
n n
bril < b
< g?g;ZZlamll kil maXZ|azk|Z\ il

max kzl |aik| 1@;2%2 [bkj| = Noo(A) Noo (B).
= ‘]:

n

Nel€) = 1302

A

IN

1<i<n
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Cette inégalité n’est pas valable pour la norme N, comme le montre I’exemple des

matrices A = B = ( i 1 >, en effet,on a:

N(AB):N<<§ ;)) — 92> N(AN(B) =1 x 1.

(a) Puisque toutes les normes sont équivalentes dans M,,(C), il suffit de montrer que la
suite (BA,C)ren converge vers BAC pour la norme Ny, en effet, pour tout k£ € N,
ona:

Noo(BALC — BAC) = Nao(B(Ag — A)C) < Noo(B)Noo(Aj, — A)Nao(C),

comme la suite (Ag)ren tend vers la matrice A, la suite (BA;C)gen tend vers la
matrice BAC.

(b) Nous avons pour tout couple (i, j),
jaf) — aij| < N (4 — A),

et on a aussi
a(k) — Q44
J )

Noo(Ar — A) <n max |a,;

1<ij<n ’

donc la suite (Ag)gen converge vers A si et seulement si pour tout couple (4, j), la
suite (agf)
(c) Il existe D = diag(A1, A2, ..., Ap) une matrice diagonale et P une matrice inversible
telles que M = PDP~! et par suite suite pour tout k € N, M* = Pdiag(\f, N5, ..., A\k)P~1,
donc la suite (M*)zen converge si et seulement si pouri = 1,2,..,n |\;| < 1 ou en-
core p(M) < 1.
(a0 0 B8\ (0 B
(@) OnaT—(0 a>+(0 0>—aIQ+NavecN—<0 0 )
Comme IbN = NIy, et N2 = 0 alors la formule de bindome s’applique et pour tout

k €N,

)keN converge vers a;;.

koo k k-1
T" =" Ciab7IN' = oF I + kot "IN = ( “ ko‘ak & > .
1=0

Donc la suite (T%)en converge si et seulement si [a| < 1 oubiena = 1et 3= 0.

(b) Si M € M3(C) est non diagonalisable, alors /M admet une seule valeur propre « et
il existe un scalaire 3 # 0 et une matrice inversible tels que

k
Vk € N, Mk:P<a 5) Pl
0 «o

donc la suite M* converge si et seulement si || < 1, c’est-a-dire p(M) < 1 et dans
ce cas elle converge vers la matrice nulle.

(c) D’apres ce qui précede la suite (M*)cn converge vers la matrice nulle si et seule-
mentsi p(M) < 1.

(a) Soit X € M, 1(C). On a [|[M*X |l < Noo(M¥)||X |, donc si la suite (M*)yen

converge vers la matrice nulle, alors la suite de vecteurs (M* X ),cn converge vers le
vecteur nul.

(b) Soit A € Sp(M), alors il existe une vecteur X, non nul, tel que M X = AX et par
conséquent pour tout k € N, M*X = A X, ainsi si (M*),en converge vers la matrice
nulle, la suite (M*X);cn converge vers le vecteur nul et par conséquent la suite
géométrique de scalaires (A\¥),cn converge vers 0 et donc [A| < 1, d’ot1 p(M) < 1.
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2¢Mme partie

1. Ilestclair que (C*SC)* = C*SC et que pour tout X € M,, 1(R), X*C*SCX = (CX)*S(CX) >
0, donc la matrice C*SC est symétrique et positive.
2. (a) Ona (UU*)* = UU* pour tout X € M,,1(R), X*UU*X =< U*X,U*X >> 0, donc
la matrice UU* est symétrique et positive.
(b) Soit X € M, 1(R). Si UU*X = 0, alors X*UU*X =< U*X,U*X >= 0, et donc
U*X =0.
La réciproque est claire.
(c) SiUU* = VV*, alors pour tout X € M, (R), UU*X = VV*X, donc < U, X >
U=<V,X >V etpar lasuite U et VV sont colinéaires.

Inversement si V' = AU, alors la condition UU* = V'V* entraine |\| = 1, ainsi UU™* =
VV*sietseulementsiV =UouV = —U.

3. (a) Lamatrice A étant symétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable dans
M.,,(R). Le polyndme caractéristique A est (X — a)(X? — 11z + 24) donc les valeurs
sont A\{ =3, Ao =8et A3 =a.

(b) Notons E), le souse espace propre associé a la valeur propre A\; (7 = 1,2,3). On

0 T
a évidement E),, = Vect{Us} avec U3 = 0 |.Le vecteur | y € E), siet
1 z
=2
.| 4dx 42y =3z . _ \{g A
seulement si { 9+ Ty =3y donc E5 = Vect{U; } avec U; = ‘65 , de méme le
v 4o + 2y = 8x
vecteur gz/ € E,, siet seulement si { 9%+ Ty = 8y donc E3 = Vect{U:} avec
1
v
UQ = ﬁ
0

On vérifie que la base B = (Uj, Uz, Us) est bien orthonormée.
(c) Posons S = MU UT + A\ UxUs + A3U3Uj3, alors S(U;) = AU pour i = 1,2, 3, donc R
et S coincident dans la base B, donc elles sont égales.

(d) A est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives c’est-a-dire a > 0,
et elle est définie positive si et seulement si a > 0.

4. (a) D’apres le théoreme spectrale toute matrice symétrique a coefficients réels est dai-
gonalisable dans une base orthonomée de vecteurs propres, d’ot1 I'existence d’une
telle base.

n
Posons S = ) \je;e, alors pour tout j de {1,2,...,n},
i=1

n n

S&j = Z)\i&&:&j = Z)\Z <Ej,Ej > & = )\j <E€j,€j > €5 = )\j&j = R&j
i=1 i=1

etdonc S = R.

(b) Les \; sont les valeurs propres de R et les ¢; sont les vecteurs propres respectivement
associés aux J;.

(c) La matrice A est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives, c’est-
a-dire Vi, \; > 0, et elle est définie positive si et seulement si Vi, \; > 0.
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5. D’apres la question précédente il existe une base orthonormée (e1,¢2, ...,£,) et des sca-

n
laires \; > O tels que R = ) \jg;ef, donc si on pose U = v/ \;e;, on obtient 1’égalité :
i=1

R=) UU;.
i=1

6. Il est clair que si RX =0, X*RX = 0. Inversement, soit X € M,, ;(R) tel que XRX* =0,
alors en utilisant la question précédente on obtient

n n
XRX* =Y X'UUfX =) <UfX,UfX >=0,
=1 =1

n
donc pour tout i, U X = 0 est donc U;U;X = 0 et par suite RX = > U;UX =0
i=1

3¢me partie

1. Soient Z, 7' € M, (K) et A € R, alors
W(Z+NZ)=Z+ N2 — M*(Z + M Z"YM = p(Z) + \p(Z'),

donc ¢ est un endomorphisme de M,,(K).
2. Soit Z € kery, alors Z = M*ZM, donc I'égalité en question est vérifiée pour p = 1,
supposons Z = (M*)PZMP et en tenant compte de la relation Z = M*Z M, on obtient
Z = (M*P(M*ZM)MP = (M*)PT Z P+,
d’ot1 le résultat.
3. (a) M et M* ontle méme ensemble de valeurs propres et par conséquent p(M*) = p(M).
(b) Soit Z € kerp.OnaVp e N, Z = (M*)?ZMP, et comme p(M*) = p(M) < 1, alors les

suites (MP)pen+ et ((M*)P)pen= convergent vers 0, donc

Z = lim (M*?ZMP =0,

p—0
ainsi ¢ est injective.

4. (a) g estunendomorphisme de M,,(K) injective, donc il est surjective et par conséquent
il existe une unique matrice A € M,,(K) telle que

o(Z) =27 — M*ZM = B.

(b) L’égalité est vraie pour k = 0, car A — M*AM = B, supposons qu’elle est vraie pour
k et montrons la pour k + 1, en effet, on a:

(M*FAM® — (MM AMM! = (M*)*BM*

en multipliant a gauche par M* et a droite par M, on obtient 1’égalité demandée

pour k + 1.
(c) L'égalité précédente montre que, pour tout p € N,
P P
k=0 k=0
d’ou )
A= (M= AMPT = (M) BM*.
k=0
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B-

1.

(d)

(a)

(b)

(©)

D’apres la question précédente, on a :

p
A= (M*)*BM* = (M )P AMPT
=0

Cette égalité montre que la série Z(M *)*BM* converge et de somme A, puisque

keN
ona lim (M*)P*1BMPT! = 0.

p—0o0

Ona A—M*AM = S,donc par transposition A* — M*A*M = S* = S et par unicité
A* = A, donc A est symétrique.

On sait que A = ) (M*)PSMP, donc pour tout X € M,, 1(R),
p=0

X*AX =3 X*(M*)PSMPX =) ((MPX)*)SMPX > 0.
p=0 p=0

Donc A est une matrice positive.

D’apres la deuxieme partie, on sait que AX = 0 si et seulement si X*AX = 0. Soit
maintenant X € M,, 1(R) tel que X*AX = 0, donc I’égalité

A—MAM=S
entraine que
—(MX)*AMX = X*AX — (MX)"AMX = X*SX >0

et par conséquent (M X)*AMX = 0, donc X*SX = 0 ou encore SX = 0. On fait le
méme raisonnement mais cette fois pour M X, puisque (M X )*AM X = 0, on obtient
ainsi SM X = 0 et on poursuit le raisonnement par récurrence sur k.

Inversement, supposons que Vk € {0,1,....,n — 1} SM kX = 0, mais le théoreme de
Cayly-Hamilton montre que M" € Vect{I,,, M, ..., M ”*1}, donc SM"X = 0, puis
par récurrence on montre que pour tout entier naturel k& > n, SM*X = 0. D’autre

part,ona
o0

AX =) (M FSMFX =o.
k=0
D’ou I'équivalence demandée.

D’apres la derniere question RX = 0 si et seulement si pour tout k& € {0, 1,....,n—1},
UU*M*X = 0 ou encore U*M*X = 0, c’est-a-dire < (M*)*U, X >= 0.

D’apres ce qui précede R est positive. Supposons que (U, M*U, ..., M"1U) est libre
et soit X € M,(R) tel que RX = 0, alors les conditions < (M*)*U, X >= 0
(k=0,1,...,n — 1) montrent que X € (M,,1(R))*+ = {0}, donc X = 0 et par suite R
est définie positive.

Inversement, soit X € (Vect{U, M*U, ..., M" 1U})*, alors pour tout entier natu-
rel k € {0,1,...,n — 1}, < (M*)*U,X >= 0, donc X = 0 car R est définie posi-
tive et par conséquent (Vect{U, M*U, ..., M"~U})+ = {0}, ’est-a-dire M,, 1(R) =
Vect{U, M*U, ..., M"~1U} et ceci montre que la famille {U, M*U, ..., M" U} est une
base de M, 1 (R).
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3. (a) i Soitke{l,2,..,n}.Onadabord C*E; = apE,, et pour tout k > 2,ona:

0 1 0 0 0
0 0 1 0
C*Ey = 1 | =B +tap1E,
0 1 :
apy a3y az ... Qp—1 QAanpn—1 0

ii. C*"E,—Ep1 = E,1+an1E,—Eyn1 = an—1E, € Vect{ E,, }. Supposons la pro-
P
priété est vraie a 'ordre k avec p < n — 2, alors (C*)PE,, — E,—p = > o En_iy1,

=1
donc

p
(C*)p+1En - En*P*1 = C" Z aibp—it1+ Enfp - Enfpfl
i=1

p
= Z aiC*En—i+1 + C*En_p — En—p—l
=1

p
= Z ai(En—i + an—iEn) + En—p—l + an—p—lEn - En—p—l
=1

p
= Z (07 (Enfz + anfiEn) + anfpflEn
=1

Donc B = (Ul, Us, Ug) € Vect{En,p, ...,En}.

iii. La matrice représentant le systeme de vecteurs (E,,, C*E,, ..., (C*)""1E,) dans
la base B s’écrit sous la forme

0 0 0 1
0 0 1 x

k k
1 x ... *x *

donc elle est inversible et par conséquent la famille (E,, C*E,, ..., (C*)""1E,)
est une base de M, 1 (R).

(b) D’apres la question B-2.(b) de cette partie (2 est définie positive.
() OnalU € M, 1(R) = Vect{E,,C*E,,...,(C*)"1E,}, donc il existe des scalaires

n—1 .
ag,aq,...,an tels que U = ) a;(C*)'Ey, donc U = Q(C*)E, = (Q(C))*E, avec
i=0
n—1 )
QX) = ;) a; X"

Nous avons UU* = (Q(C))*E,E}Q(C), donc en multipliant 1’égalité Q — C*QC =
E,E}, a gauche par (Q(C))* et a droite par Q(C), on obtient

(Q(O)"QQ(C) — (Q(C))*C*ACQ(C) = (Q(C) E ELQ(C) = UU*

et comme C' et Q(C') commutent alors :

Q)" 0Q(C) — C[(Q(C)" 2Q(C)]C = (Q(C)) EnE,Q(C)C = UU”
donc par unicité, on a nécessaiteemnt R = (Q(C))*QQ(C).
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(d) Iestclair que si A = ) (Qi(C))*QQ;(C) , alors A — C*AC est symétrique et posi-
i=1

tive.

Inversement, Supposons S = A — C*AC est symétrique et positive, posons alors

S = > U;U} . Pour chaque i € {1,2,...,n} il existe un polynéme @; de degré infé-
i=1

rleure ou egal an—1 tel que R; = (Qi(C))*QQ;(C) et R; — C*R;C* = U,;U;. Donc

Z R; — C*(Z R)C = Z U;U} = S, dong, toujours par l'unicité de A, on a

A= ZR Z (€))*QQ(C).

=1
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