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Concours commun marocain 2004
maths I - MP

Partie I. Exemples et résultats généraux

1. Un premier exemple

(a) I'équation différentielle en question est : (€)1 y —y = —e”, dont
la solution s’écrit y = yy 4y ou yy solution générale de I’équation
homogene : (EH) : ¥y —y = 0 et yo solution particuliere de (£, ).
On a yy(x) = Ae” et a l'aide de la méthode de la variation de la
constante, on pose yo(x) = A(x)e” , on injecte cette solution dans
I'équation et on trouve N(zx) = —1, d’ou yo(x) = —xe*. Donc
y(x) = (—x + N)e®. Cette équation ne posseéde aucune solution
bornée au voisinage de +oc.

(b) i De méme on a : I'équation différentielle en question est : (£, ) :
y —y = —e®, dont la solution s’écrit y = yy + yo ou yy
solution générale de 1’équation homogene : (EH) : ¢y —y =0
et yo solution particuliere de (£f,). On a yy(x) = Xe® et a
I’aide de la méthode de la variation de la constante, on pose
yo(x) = Ax)e® , on injecte cette solution dans ’équation
et on trouve X(z)e® = —e®®, d'ott yo(z) = ——15e*". Donc
y(z) = =15 4 Ae”.

ii. Donc une condition nécessaire et suffisante sur « pour que
cette équation admet des solutions bornées au voisinage de
400 est que a < 0, en prenant A = 0 mais cette solution n’est
pas bornée sur R.

2. Résultats généraux

(a) L’ensemble des solutions de l'équation différentielle (£f) est un
espace affine de dimension 1.

(b) Soit y une solution de I’équation différentielle (£¢), donc (y(z)e™*)’
(¥'(x) —y(@))e ™™ = —f(z)e™™ , dolt y(z)e ™ = A — [Te " f(t) dt
et doncy =y : & — ez()\ — [T et f(t) dt), AeR.
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(c) Sion suppose que la solution y, est bornée au voisinage de 400,
alors A — f; e tf(t) dt = yx(x)e™ — 0 et donc lintégrale

Tr——+00

+oo
/ e ' f(t) dt est convergente et vaut \.
0

(d) L’équation différentielle (£f) peut avoir au maximum une solution
bornée au voisinage de +o0o, en prenant A = O+OO e tf(t) dt, a

+o0o
condition que I'intégrale / e 'f(t) dt soit convergente.
0
(e) i. Pour tout réel x,ona: Yi(z)=-e" (/\f - / e ' f(t) dt> =
0 400 Q&-oo
eﬂﬁ(/ et f(t) dt+/ et f(t) dt) :ew/ et f(t) dt.
T 0 T

ii. La solution Y} n’est pas nécessairement bornée au voisinage de
+00 si on prend par exemple f(t) = e2, dans ce cas Yi(x) =

z
2e2 — 400
Tr—+400

(f) i. Si f est bornée par une constante M, alors | f;oo e tf(t) dt] <
f;oo et f) dt < M f;oo e tdt = Me™*, donc lintégrale
[7°7 et f(t) dt est bien définie donc Yy(x) = e® [ e~ f(t) dt
est bien définie et bornée aussi par M, comme 'équation ad-
met au maximum une solution bornée alors c’est I'unique so-
lution bornée, sur R, de I'équation différentielle (£y).

ii. Si f tend vers 0 en 400, alors Ve > 0 dA > 0 tel que Vx €
R:x>A=|f(z)]<e AinsiVz > Aona: |f(t|<e Vt>=x
done [Vy(x)| = |e® [ et (t) at] < e [ e f(0) |at <
ce” f;oo e~'dt = e, d’ott Y} posseéde aussi une limite nulle en
+00.

iii. Si maintenant f tend vers 0 en —oo, alors Ve > 0 dA < 0
tel que Ve e Rz < A = |f(x)] < e. Ainsi Vo < Aon a:
1f(t] < e Vo <t <A, donc |Yi(x)] = |e* [[Cetf(t) dt] <
e [P et f (1) |dt = e [e | f(t) |dt + e [Tt f(2) |dt,
or e* ;oo e | f(t) |dt — 0 quand x — —oo, car f;oo et f(t)|dt
est une constante qui ne dépond pas = et e” fo et f(t) |dt <
e’ fo etedt = ee®(e7® — e ) = (1 — " 1) < ¢, et donc Y;
possede une limite nulle en —oo.



3. Un autre exemple

1 (2p+2)a) el
pu— ﬁ .
(a) ;|un,p($)| (2p +1)! ; n! (2p+ 0! nlep;;ht P
Z Z om - emz (26 ) S esh(x) aussi finie et donc,

pour tout réel z, la suite double (unﬁp(x)) o2 €st sommable.

(n,p)
:L.TL
(b) Le rayon de convergence de la série entiere Z an—', est alors infi-

n>0

nie et sa somme est Zp>0 Zn>0 Un,p( r) = Zp>0 Zn>0( 1P 221;121))1 o=
—1)P P P( 2p+1
Zp>0 (2pj—)1 : Zn>0 (219-;?)96 _ Zp>0 (épi)1)16(2p+2 — " Zp>0 (= 1)2p+1 =
e’ sin(e”).
A A
(c) l’intégrale/ e u(t) dt :/ sin(e?)dt = =" (@) 1 st alors
0 0

une intégrale classique convergente car de méme nature que la série
alternée Z . On a effectué le changement de variable = = €’

+oo T sing
(d) Pour tout réel x, on a : / e u(t) dt = / 7 df en effec-

x xr
tuant le changement de variable 6 = e’.
A

(e) Yy(z)=¢€" f:co e tu(t) dt est déja bornée en +oo car / e tu(t) dt
converge, il reste donc a I’étudier en —oo. faisons uneolntegration
par partie dans U'intégrale | f+°o S8 qg| = | [ COSG} —I—f+oo cost qg| =
jeoset 4 [Tt ) < Lo+ f+°° Ldo = 2, don [Vy(z )| =
le® [ e~tu(t ) dt| = | ‘”f;_oo 26 dg| < 2 donc la solution Y, de
I'équation différentielle (€,) est bornée sur R.

Partie II. Cas d’une fonction intégrable
A- Cas ou f est intégrable sur R

1. La fonction GG est continue, car primitive, bornée et tend vers 0 en —oo
car f intégrable sur R.

2. f est intégrable sur R, donc sa limite en +00 ne peut qu’étre finie et
donc f ne peut qu’étre bornée par une constante M, d’ou VA > z,on a:
f e | f(t)dt] < Me . Donc, pour tout réel x, la fonction ¢ — e*tf( )
est intégrable sur [z, +oo.



3. Etdanscecas: Vo € R, |Yj(x)| = |e” [ e tf(t)dt] <e” [T et f(t)|dt <
e* [Tee|f(t)| dt = [I|f(t)] dt, donc Y} est bornée sur R par
f_Jr;o |f(t)] dt et tend vers 0 en 400 car f;oo |f(t)] dt tend vers 0 en
+00.
4. D’autre part Vo € R, Yy(z) = €” f+oo e tf(t)dt = e” f;oo e 'G'(t) dt =
et Gt I, e [ _tG( ) dt = —G(x) + Yo(x)

car lim e 'G(t) = 0, puisque G est bornée et donc Y} tend vers 0 en

t—-+o0
—oo car (G et Yg tendent vers 0 en —oo.
5. On a f intégrable R = | f| intégrable R, donc de fagon pareille on
montre que la solution Y|y de I'équation différentielle (£)4) est bornée
et tend vers 0 en Foo.

6. Ona: Yy (t) =Y} (¢) +[f(¢)|, or Y]} intégrable car Yy tend vers 0 en
+o0 et | f| intégrable donc Y|y intégrable sur R et par suite Y est aussi
intégrable sur R puisque |Yy| < Yy

7. Effectuons une intégration par parties, donc : f+°° Yi(x) de = f_+oo e” f+°° e tf(t)dt

o0

T—+00
[e”" [T tf(t) dt] —|—f+°°e e f(zr)de = [T f(x) dw, car lim, o e [T e~ f(1) dt =
0, puisque la la fonctiont — e ' f(t) est intégrable et |e” f+°° e tf(t)dt| <
[0 f(8)] dt — 0 quand & — 400

8. V(f.9) € B, VAER, ona:®(f+Ag)(x) = Yimn(x) = [ e (f(t)+
\(0) dt = [7 e (e) de+ X [T e S dt = V(o) + AYy(a) =
O(f)(x) + A2(g)(x), d'o

O(f 4+ Ng) = P(f) + A\P(g) et par suite ¢ est linaire, de plus d’aprs les
questions predentes si g est une fonction réelle continue et intégrable
sur R, alors Y, = ®(g) l'est aussi, donc ® : g — Y}, est un endomor-
phisme de E, d’autre part :

N (Yy) = [T 1Y,0)] dt < [T Vg dt = [T |g(t)| dt = Nu(g), d'o

Ny (D
® est continue avec ||P|| = sup # < 1, de plus, pour g > 0 on
970
a:Y,>0,do Ni(Yy) = [V, (t) dt = [[2g(t) dt, do | @] > 1 et
donc HCI>|| =1

B- Cas ou l’'intégrale de f sur R converge

1. La fonction F' est continue sur R, car c’est une primitive, et en plus
admet une limite nulle en +o0co par construction de F' et une limite finie

4



en —oo car l'intgrale converge, donc bornée et tend vers 0 en +ooc.

2. Mme raisonnement que celui de la question I11.A.4) En déduire que la
solution Y} de I’équation différentielle () est bornée et tend vers 0 en
+00.

3. Ainsion a: Yy = F' = Yp, or F' borne et tend vers 0 en —oo, donc Yp
aussi et donc Y} vrifie la mme chose.

4. Mme raisonnement que celui de la question 11.A.7).
Partie III. Cas d’une fonction périodique

1. f est 2m—périodique continue, donc borne sur R, d’o Y} aussi, or I’équation
différentielle () possede au maximum une solution bornée qui est donc
la fonction Y;.

2. On effectue le changement de variable v = t — 27 donc yp(z + 27) =
+oo +oo +oo
6”2“/ e ' f(t)dt = 6”2“/ eI f(t—2m) dt = ez/ et f(t)dt =

+27
Yi(x), donc Y; est 2m-périodique et de classe C', comme produit de

deux fonction de classe C!.

3. Les coefficients de FOURIER complexes de Y sont donns par la formule :

1 2 ] 1 2 ) 400
VEeZ: cp(Yy)= —/ Yi(x)e * dr = — ek (/ e ' f(1) dt) dr =
0 x

27T 27T 0
2

1 e(l—ik)t +00 o 2m e(l—ik)x B
Py {1_%/‘% e f(t)dt]o +/O T f(z)dt | =

m (62” /;OO e f(t) dt — /;OO e L f (L) dt) + f’“_(‘ii{: = f’“_(]:iﬂ

Y

+oo “+oo
e / e tf(t) dt = / e 'f(t) dt en effectuant le changement de

0
variable u = t — 27 et utilisant le fait que f est 2r—priodique. D’o

VEEZ: o(Yy) = %
4. (a) Pour tout n € N, on a : ¢(f,) = (1%(2%

(b) Parceque Y; de calsse C' borne.

© 3 (Il +letr)l) = a3 (LI HILAITY o e
keN

keN

car c’est la srie de FOURRIER de f; en 29 o M = |fi(zo)| =
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max | fi(x)] -

aprs le théoreme de DIRICHLET, on a : Vn € , relkona:
d) D’ le théoreme de D 1 VYneN, VreR
(@) = colfu)l = | Xhez- e fu)e™]
S+ )
= « |C—k fn + [Ck fn
_ZkEN el leoi () car |1+
e e e T
< (&) 2 (Il + la )
ikl = V1+k?>>2et |1 —ik| = V1+ k%> 2. de plus ¢(fn) =
co(f) d’o le rsultat.

(e) Le mode de convergence de la suite (f,,)nen est le mme que celui

n—1
. . 1
de la suite gometrique <7§>

FIN DE L’EPREUVE



