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I. PRÉLIMINAIRES

1. 1-1 Il est clair que la fonction fα est dérivable sur ]− 1, +∞[ et pour tout x de ]− 1,+∞[,
(1 + x)f ′α(x)− αfα(x) = 0

1-2 (a) Sα vérifié (1) si et seulement si (1 + x)S′α(x) − αSα(x) = 0 égalité qui s’écrit

encore (a1 − αa0) +
∞∑

k=1

[(k + 1)ak+1 − (α− k)ak]xk = 0, donc

{
a1 − αa0 = 0
∀k ≥ 1, (k + 1)ak+1 − (α− k)ak = 0

(b) Les dernières relations permettent d’écrire : a1 = αa0 et ∀k ∈ N∗, ak =
α− k + 1

k
ak−1

ou encore

ak =
α(α− 1)...(α− k + 1)

k!
a0.

(c) D’après le règle de d’Alembert, la série
∞∑

n=0

α(α− 1)...(α− n + 1)
n!

xn admet un

rayon de convergence non nul, vaut R = 1.
Sur l’intervalle de convergence, la somme de cette série est solution de l’équa-
tion différentielle (1) et prend, pour x = 0, la valeur 1, cette somme, par le
théorème de Cauchy-Lipchitz, est fα(x) = (1 + x)α.
On peut donc écrire :

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)α = 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1)...(α− n + 1)
n!

xn.

1-3 Posons
√

1 + x =
∞∑

n=0

bnxn. Alors l’égalité

√
1 + x

√
1 + x = 1 + x,

entraîne, en effectuant le produit de Cauchy des deux séries :

∞∑

q=0

(
q∑

k=0

bkbq−k

)
xq = 1 + x,

puis par identification, on obtient :

b0 = 1, 2b0b1 = 1 et ∀q ≥ 2,

q∑

k=0

bkbq−k = 0

2. 2-1 Si ∀x ∈ E, up−1(x) = 0, alors dans ce cas up−1 serait nul, ce qui contredit la définition
de p, ainsi il existe x0 ∈ E tel que up−1(x0) 6= 0.
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2-2 Soient λ0, λ1, ..., λp−1 des réels tels que
p−1∑

i=0

λiu
i(x0) = 0. En appliquant up−1, on

obtient λ0u
p−1(x0) = 0, donc λ0 = 0, puis par application de up−2, on obtient

λ1u
p−1(x0) = 0, donc λ1 = 0, puis de proche en proche, on peut montrer que tous

les λi sont nuls, donc la famille {x0, u(x0), ..., up−1(x0)} est libre.

2-3 On a p = dimVect(x0, u(x0), ..., up−1(x0)) ≤ dimE = n. Donc il est nécessaire que
un = un−pup = 0.

2-4 Supposons le polynôme minimal est de degré inférieure ou égal à p−1, donc il existe

des réels λi non tous nuls tels que
n∑

i=0

λiu
i = 0, en particulier

n∑

i=0

λiu
i(x0) = 0, donc

la famille {x0, u(x0), ..., up−1(x0)} sera liée, ce qui est impossible. Donc le polynôme
minimal est degré supérieure ou égal à p, et comme up = 0, alors c’est Xp.

II. ÉTUDE D’ÉQUATIONS DU TYPE X2 = A DANS Mn(R)

A- Un exemple

1. Le polynôme caractéristique de A est χA(X) = (1−X)(2−X)(3−X), admet trois racines
distinctes, donc A est diagonalisable dans M3(R).

2. On trouve facilement e1 = (−1, 1, 0), e2 = (1, 1,−1) et e3 = (1, 1, 0).

3. D’après le cours et puisque A est digonalisable, B = (e1, e2, e3) forment une base de R3 et
dans cette base la matrice de u s’écrit :

D =




1 0 0
0 2 0
0 0 3




de plus on a : D = P−1AP avec P =



−1 1 1
1 1 1
0 −1 0


 .

4. 4-1 La relation matricielle B2 = A s’écrit vectoriellement sous la forme v2 = u et comme
u est un polynôme en v, alors uv = vu.

4-2 On trouve, pour chaque i, uv(ei) = vu(ei) = λiv(ei) et puisque les sous-espaces
propres de u sont des droites, alors v(ei) et ei sont colinéaires, soit le réel αi tel que
v(ei) = αiei pour i = 1, 2, 3.

4-3 D’après ce qui précède la matrice V de v s’écrit dans la base B sous la forme
V = diag(α1, α2, α3) et on a évidement la relation V = P−1BP et V 2 = D, donc
∀i = 1, 2, 3 αi = εi

√
λi, avec ε2

i = 1.

5. Soit X une solution, alors d’après la question précédente, la matrice de X dans la base
B s’écrit Y = diag(α1, α2, α3), donc la relation X2 = A entraîne nécessairement Y 2 = D,
d’où les relations ∀i = 1, 2, 3, αi = ±√λi. Ainsi

Y =




ε1

√
λ1 0 0

0 ε2

√
λ2 0

0 0 ε3

√
λ3




avec ε2
i = 1 pour i = 1, 2, 3. Finalement l’ensemble des solutions de l’équation X2 = A

est {
PY P−1/ε2

1 = ε2
2 = ε2

3 = 1
}

,

elle est de cardinal 8.
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B- Quelques résultats généraux

1. 1-1 On a v2p = up = 0 et v2(p−1) = up−1 6= 0, donc v est un endomorphisme nilpotent
d’indice soit 2p− 1 ou 2p et d’après la question 2. [2-3] de la partie preliminaries, on

obtient soit p ≤ n

2
ou p ≤ n + 1

2
et dans les deux cas p ≤ n + 1

2
.

1-2 Soit M =
(

0 1
0 0

)
. On a M2 = 0, donc M d’indice p = 2, donc l’équation X2 = M

n’a pas de solutions, sinon on aura 2 ≤ 3
2

, ce qui est impossible.

2. On a, en tenant compte des relations qui définissent les bi :

w2 =

(
n−1∑

k=0

bku
k

)(
n−1∑

k=0

bku
k

)

=
∑

0≤i,j≤n−1

bibju
i+j

= b2
0IE + 2b0b1u + (b0b2 + b1b1 + b2b0)u2 + ... + (b0bk + b1bk−1 + ... + bkb0)uk + ...

= IE + u.

3. 3-1 On a déjà montrer que la famille {x1, u(x1), ..., un−1(x1)} est libre et puisque elle est
de cardinal n, la famille est une base de E. α0, α1, ..., αn−1 sont les coordonnées de
g(x1) dans cette base.

3-2 Comme u est un polynôme en g, alors gu = ug.
Pour montrer que g = α0IE + α1u + ... + αn−1u

n−1, il suffit que les deux endomor-
phismes g et α0IE+α1u+...+αn−1u

n−1 coincident dans la base {x1, u(x1), ..., un−1(x1)}.
On a déjà g(x1) = α0x1 + α1u(x1) + ... + αn−1u

n−1(x1) et puisque ug = gu, alors

g(u(x1)) = α0u(x1) + α1u(u(x1)) + ... + αn−1u
n−1(u(x1))

puis de proche en proche on peut montrer que ∀i ∈ {0, 1, ..., n− 1}, on a :

g(ui(x1)) = α0u
i(x1) + α1u(ui(x1)) + ... + αn−1u

n−1(ui(x1)),

d’où le résultat.

3-3 Le polynôme minimal étant Xn, donc toute relation de liaison entre les vecteurs
IE , u, u2, ..., un−1 entraîne l’existence d’un polynôme annulateur de u de degré infé-
rieure strictement à n, ce qui est faux. Ainsi la famille {IE , u, u2, ..., un−1} est libre.
En tenant compte de la question 2. de cette partie, on trouve facilement les relations :

α2
0 = 1, 2α0α1 = 1 et pour 2 ≤ q ≤ n− 1,

q∑

k=0

αkαq−k = 0

3-4 Si α0 = 1, alors on vérifie sans difficulté que ∀k ∈ 0, 1, ..., n− 1, αk = bk, et dans ce
cas g = w. Si α0 = −1, alors ∀k ∈ {0, 1, ..., n− 1}, αk = −bk, et donc g = −w.

4. Application : L’équation matricielle s’écrit sous la forme X2 = I3+U avec U =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


.

On a U3 = 0 et U2 6= 0. Donc la solution générale de l’équation est de la forme X = ±W
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avec W = I+b1U+b2U
2, et comme

√
1 + x = 1+

1
2
x+

3
8
x2+o(x2), alors W = I+ 1

2U+ 3
8U2.

Finalement X = ±




1 1
2

3
8 0

0 1 1
2

3
8

0 0 1 1
2

0 0 0 1




5. 5-1 Soit x ∈ Eλ, alors (d − λIE)(ν(x)) = dν(x) − λν(x) = ν(d − λIE)(x) = 0, donc
ν(Eλ) ⊂ Eλ.
Soit p l’indice de nilpotence de ν, alors ∀x ∈ Eλ, νp

µ(x) = νp(x) = 0, donc ν est
nilpotent.

5-2 Soit λ ∈ Sp(d), νλ étant nilpotent, donc il existe un vecteur x ∈ Eλ non nul tel
que νq−1

λ (x) = νq−1(x) 6= 0 avec q l’indice de nilpotence de νλ. Donc u(νq−1(x)) =
dνq−1(x) + νq(x) = dνq−1(x) = λνq−1(x). Donc λ ∈ Sp(u).

5-3 Puisque d est diagonalisable, alors d’après le théorème de cours :

E = Eλ1 ⊕ Eλ2 ⊕ ...⊕Eλr

et si x = x1 + x2 + ... + xr ∈ E, alors d(x) = λ1x2 + λ2x2 + ... + λrxr.

5-4 Posons δ(x) =
√

λ1x2 +
√

λ2x2 + ... +
√

λrxr si x = x1 + x2 + ... + xr ∈ E, alors on
vérifie facilement que δ2 = d. De plus pour tout xi (1 ≤ i ≤ r), νδ(xi) =

√
λiν(xi) et

puisque ∀i, ν(xi) ∈ Eλ, alors δν(xi) =
√

λiν(xi). Donc νδ = δν.

5-5 On a det δ2 = det d 6= 0, donc δ est inversible. De plus (νδ−2)p = νpδ−2p = 0, donc
νδ−2 est nilpotent.

5-6 Considérons l’endomorphisme w =
n−1∑
k=0

bk(νδ−2)k ( les bk sont définis dans la partie

préliminaires ), on a w2 = IE +νδ−2 toujours d’après la partie préliminaires. De plus
w2 = IE + (u− d)δ−2 = IE + uδ−2 − IE = uδ−2, donc w2δ2 = u, soit v = wδ.

III. RACINE CARRÉE D’UNE MATRICE SYMÉTRIQUE POSITIVE

1. Il est clair que t(tMM) =t MM et ∀X ∈Mn,1(R), tXtMMX =t (MX)MX ≥ 0. Si M est
symétrique, alors tMM = M2 serait symétrique et positive.

2. 2-1 Soit u l’endomorphisme canoniquement associé à A et (.|.) le produit scalaire cano-
nique. Soit λ ∈ Sp(A) et x un vecteur propre associé à λ, puisque x 6= 0, (x|x) > 0
d’où :

(x|u(x)) = λ(x|x)

ou encore

λ =
(x|u(x)
(x|x)

≥ 0.

Inversement si les valeurs propres de u sont positives, alors, dans une base de dia-
gonalisation de u :

(x|u(x)) =
n∑

i=1

λix
2
i ≥ 0.

2-2 On a un résultat analogue pour les endomorphismes symétriques définies positives :
Un endomorphisme symétrique u est défini positif si et seulement si ses valeurs
propres sont strictement positives.

3. 3-1 On sait que la matrice A est diagonalisable, soit P une matrice orthogonale telle que :

A = P diag(λ1, λ2, ..., λn)tP
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avec les λi sont les valeurs propres positives de A.
La matrice B = P diag(

√
λ1,

√
λ2, ...,

√
λn)tP est symétrique, il est positive puisque

ses valeurs propres
√

λi sont positives et vérifie B2 = A.
Si A ∈ S++

n , alors B ∈ S++
n .

3-2 (a) Puisque f est un polynôme en g, alors tout sous-espace propre Eλ(f) de f est
stable par g.

(b) Si µ est une valeur propre de gλ elle est positive et vérifie µ2 = λ donc µ =√
λ . gλ est diagonalisable puisqu’il est auto-adjoint et ne possède que la valeur

propre
√

λ, c’est donc
√

λIdEλ(f).

(c) Puisque f est diagonalisable dans une base orthonormale , alors E = ⊕λ∈Sp(f)Eλ(f).

Ainsi g =
r∑

i=1

√
λiEλi

(f) où {λ1, λ2, ..., λr} = Sp(f).

Soit h un endomorphisme symétrique positive tel que h2 = f . Soit λ une valeur
propre de f . Comme h commute avec f = h2 le sous-espace propre Eλ(f) est
stable par h. L’endomorphisme hλ induit par h sur Eλ(f) est symétrique, positif
et vérifie

h2
λ = λIdEλ(f)

donc
hλ =

√
λIdEλ(f)

Les restrictions de h et de g aux sous-espaces propres de f coïncident donc h = g.

3-3 On sait que pour tous réels différents x1 < x2 < ... < xr et pour tous réels y0, y1, ..., yr,
il existe un unique polynôme ( polynôme d’interpolation de Lagrange ) L tel que
L(xi) = yi, un tel polynôme est donné par :

L =
r∑

i=0


yi

∏

j 6=i

X − xj

xi − xj




Soit maintenant D = diag(λ1, ..., λr, 0, ..., 0) et V = diag(
√

λ1, ...,
√

λr, 0, ..., 0) où les
λi sont les différentes valeurs propres strictement positifs de A. On sait qu’il existe
un polynôme L tel que pour (i = 1, 2, ..., r) on L(λi) =

√
λi. Alors

L(D) =




L(λ1)
. . .

L(λr)
. . .

0




=




√
λ1

. . . √
λr

. . .
0




= V

Soit P une matrice orthogonale tel que A = PDtP . Nous avons donc

L(A) = L(PDtP ) = PL(D)tP = PV tP = B,

le polynôme L convient.

4. Applications : A et C deux matrices symétriques éléments de Mn(R).

4-1 On a t(
√

AC
√

A) =t
√

A
t
Ct
√

A =
√

AC
√

A, donc
√

AC
√

A est symétrique. D’autre
part ∀X ∈ Mn,1(R), tX

√
AC

√
AX =t (

√
AX)C(

√
AX) ≥ 0, donc t

√
AC

√
A est

positive.

On a aussi tr(AC) = tr(
√

A
√

AC) = tr(
√

AC
√

A) =
n∑

i=1
µi ≥ 0 où les µi sont les

valeurs propres positives de
√

AC
√

A.

m056m2c.tex - page 5



4-2 AC est semblable à une matrice symétrique, donc diagonalisable, en effet on a :

(√
A

)−1
AC

(√
A

)
=
√

AC
√

A.

Prenons A =
(

1 0
0 0

)
et C =

(
0 1
1 1

)
. On a AC =

(
0 1
0 0

)
non diagonalisable.

5. 5-1 On a bien t(AB) =t BtA = BA = AB, donc AB est symétrique. D’après la question
[3-3] de cette partie

√
A ( resp.

√
B ) s’exprime comme polynôme en A ( resp. B) et

comme A et B commutent, il est de même de
√

A et
√

B.

5-2 Il est immédiat que (
√

A
√

B)2 = AB. D’autre part pour tout élément X ∈ Mn,1(R),
tXABX =t X(

√
A
√

B)2X =t (
√

A
√

BX)(
√

A
√

BX) ≥ 0, donc AB ∈ S+
n .

5-3 Il suffit de remplacer le couple (A,B) par le couple (
√

A,
√

B) pour conclure. D’autre
part, on sait que (

√
A
√

B)2 = AB, donc par unicité de la racine carrée d’une matrice,√
AB =

√
A
√

B.

6. 6-1 On sait que Sn est un sous-espace vectoriel deMn(R), donc est un fermé deMn(R),
de plus S+

n = Sn ∩ det−1([0, +∞[) avec

det : Mn(R) −→ R
M 7−→ det M

donc S+
n est un fermé de Mn(R), puisque det est continue.

6-2 On sait que toute matrice symétrique positive admet une seule racine, autrement dit
l’application Φ est une bijection. Φ−1 n’est autre que l’application X 7−→ X2 définie
de S+

n dans lui même , donc elle est continue puisque elle est polynomiale.

6-3 L’application tr étant linéaire, donc continue ; et comme (Ak)k∈N converge vers A,
alors la suite (tr(Ak))k∈N converge vers tr(A), en particulier elle est bornée.
Puisque (M,N) 7−→ tr(tMN) est un produit scalaire, alors l’application

ρ : M 7−→
√

tr(tMM)

est une norme. Ainsi

∀k ∈ N, ρ
(√

Ak

)2
= tr

(
t
√

Ak

√
Ak

)
= tr(Ak),

donc la suite
(√

Ak

)
k∈N est bornée.

6-4 Soit B une valeur d’adhérence de (
√

Ak)k∈N, alors il existe une sous-suite
(√

Aϕ(k)

)
k∈N

qui converge vers B, alors (Aϕ(k))k∈N converge vers B2, mais la suite (Ak)k∈N étant
convergente de limite A, donc B = A2, d’où B =

√
A et par conséquent la suite(√

Ak

)
k∈N admet une seule valeur d’adhérence

√
A, donc convergente de limite

√
A.

Conclusion : d’après la caractérisation séquentielle de la continuité l’application Φ
est continue de S+

n dans lui même .

7. 7-1 Il est clair que cette application est linéaire. Soit maintenant H ∈Mn(R), alors

AH + HA = 0 ⇐⇒ tHAH = −tHHA

⇐⇒ tHAH = −(
√

A)−1
√

A(tHH)
√

A
√

A

Donc les matrices tHAH et −√A(tHH)
√

A sont semblables, et comme tHAH ∈ S+
n

et
√

A(tHH)
√

A ∈ S+
n , alors tHAH =

√
A(tHH)

√
A
√

A = 0 ou encore tHH = 0,
soit H = 0, donc l’application est bijective.
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7-2 Soit H ∈ Mn(R), alors (X + H)2 − X2 − (XH + HX) = H2 = o(‖H‖), où ‖.‖
une norme quelconque de Mn(R), cette égalité montre que Ψ est différentiable et
dΨX(H) = XH + HX .

7-3 L’application Ψ est une bijection de classe C1 de S++
n dans lui même , puisque elle

est polynomiale, et ∀A ∈ S++
n , dΨA est inversible, d’après la question [7-1], donc

d’après le théorème de cours, Ψ est un C1-difféomorphisme de S++
n dans lui même .

• • • • • • • • • • ••
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