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PREMIERE PARTIE : METHODES ANALYTIQUES
A. Résultats préliminaires
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2a. Soit D un disque fermé borné de C, donc est un compact de C et comme l'application z — |P(z)] est
continue sur D alors elle est bornée et atteinte ses bornes. En particulier inzf) | P(z)| existe est bien défini.
zE

2b. Soit 2y € Ctel |P(z0)| = inf |P(2)|. D’apres la question 2.(b) | llim |P(2)| = +00, alors il existe R > 0
ze z|—00

tel que V|z| > R, ona |P(z)| > |P(20)|- Ceci entraine que z — |P(z)| atteinte sa borne inférieure sur le
disque fermé D (O, R).

B. Premiére méthode analytique

la. La continuité de l'application t — o*Q(at) au point t = 0 entraine l'existence d'un réel R positif tel
que [t| < Rentraine |a"Q(at)| < 1.

1
Si R > 1,alors ona Vi, €]0, 1], [ Q(aty)| < 3-SR < 1,laencore ona Vit €]0, R[]0, 1[, |[o*Q(aty)| <

1b. D’apres la question précédente, on a :
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|Q1(ato) = 1+b(ate)*| = |Qi(ato) — 1+t
= |o*t5Q(ato)|
1
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inégalité qui s’écrit encore
1
|Q1(Oét())| <1- §t§ < 1.

2. Inégalité d’Argand : Désignant par a;, le premier coefficient non nul qui suit ag = 1 dans le dévelop-
pement de ()1 (z) suivant les puissances croissantes, nous pouvons écrire :

Q1(2) = 1+ b X" + X*Q(2)
avec (@ un polyndme tel que Q(0) = 0. Alors d’apres la question précédente, il existe t, €]0, 1] tel que

|Q1(ato)| < 1 ot a une racine k-ieme de — 2
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Dong, si on prend 6 = 7 + atp, on aura |P(d)| < |P(v)].
3. Application : Soit P un polyndéme non constant a coefficients complexes et z, un complexe tel que
|P(20)| = i1€1£ |P(%)|. Si P(z0) # 0, alors d’aprés la derniere question il existe § € C tel que |P(J)| <

|P(20)], ce qui est absurde.
C. Deuxiéeme méthode analytique

1. f estle rapport de deux fonction de classe C* sur R?, donc elle est de classe C* sur R? et on a

af B ewP’(re“’)
E(T’a) - P(rei?)2
of ~ire?P'(re’?) Of
%(Tﬁ) = —W = ZTE(T»Q)

1
2a. La fonction r — ﬂ est dérivable sur R pour tout 6 € [0, 2], donc d’apres le théoreme de
ret

dérivation sous-signe intégral, la fonction » — F(r) est dérivable sur R et Vr € R*

, B 2m af
F'(r) = ; E(r,@)d@
B 1 2m af
= /7[4 . %(7"7 9)d9
— Lo —o.

r
Car 6 — f(r,0) est 2r-périodique, donc Vr € R*, F'(r) = 0 et puisque F est de classe C', F’ est

constante sur R. )

1
2b. On sait, d’apres la partie préliminaire, qu’il existe R > 0 tel que V|z| > R, on a 26l < a2’
z Qq||=z

1

doncVr > R, |P(rei9)\ < [l et par conséquent :
P <
Donc
Tli)riloo F(r)=0.
T™de  or
2¢. Ona F(0) = /0 w D'ouVr > 0, F(r) = F(0), c’est-a-dire F' est une fonction constante,

ce qui est en contradiction avec le fait que lim F(r) = 0. Donc notre hypothese, P ne s’annule pas, est
T—00

fausse. Donc on a montré que tout polyndme non constant a coefficients complexes posséde une racine
complexe.

DEUXIEME PARTIE : METHODES ALGEBRIQUE
A. Premiers résultats

la. Soit P(X) = a, X" + ... + a1.X + ap un tel polyndme. Supposons, pour simplifier, que lini P(z) =
tooet lim P(z)=—o0

JA € R tel que 1 > A= P(x)>1 et 2 < —-A= P(x) < -1,

en particulier P(—A) < 0 < P(A), donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe o €
] — A, A tel que P(a) = 0.

1b. Soit f un endomorphisme de E. Puisque E est de dimension impaire, le polynéme caractéristique
de f est donc de degré impaire et par conséquent admet au moins une racine, c’est-a-dire f admet au



moins une valeur propre.

1c. Le polynome minimal de A divise tout polyndme annulant A, en particulier il divise le polynéme
X? + X + 1. Or le polyndme caractéristique et le polynéme minimal ont les mémes racines, alors An’a
pas de valeurs propres réelles. Mais, puisque dim R® = 3, 'endomorphisme associé a A a nécessairement
des valeurs propres réelles ce qui est absurde.

2a. Soit z € ker(u — Midg).on a

u(v(z)) — Av(z) = v(u(z)) — Av(z) = v(Az) — Av(z) =0

donc v(z) € ker(u — Midg), donc v(ker(u — Aidg)) C ker(u — Aidg). De méme on montre ker(u — \idg)
est stable par u.
Siy € Im(u — Xidg), il existe z de E tel que y = (u — Aidg)(x). On a alors

u(y) = u((u — Nidg)(x)) = v(u(z)) € Im(u — Nidg)

donc u(Im(u — Aidg)) C Im(u — Aidg), de méme Im(u — Aidg) est stable par v.

2b. Le résultat est triviale si v est une homothétie. Supposons que u n’est pas une homothétie. £ étant
de dimension impaire, donc u© admet au moins une valeur propre ), alors 1'un des sous-espaces ker(u —
Xidg) oulm(u — Aidg), d’apres le théoreme du rang, est de dimension impaire, et les deux sont stables
par u et v, de plus ils sont des sous-espaces stricts.

3. Dans ces conditions le polynome caractéristique posséde une racine réelle, donc Sp(u) est non vide.
Procédons par récurrence sur n, avec dim £ = 2n + 1.

Sin =0, la proposition est évidement vérifiée, supposons la vérifie pour tout entier < n — 1.

Soit A € Sp(u). L'un des sous-espaces E; = ker(u — Midg) ou Ey = Im(u — Aidg), par exemple E1, est de
dimension impaire et les deux sont stables par u et v. Soient u; et v les endomorphismes de F; induites
par uetw.

e Sidim E; = 2k + 1 < 2n + 1, 'hypothese de récurrence nous permet d’affirmer que u; et v; ont un
vecteur propre commun, un vecteur propre de u; (resp : v;) est un vecteur propre de u (resp : v).

o Sidim By =2n+ 1, alors Ey = E et u = Midg et tout vecteur propre de v est un vecteur propre de w.

B. Endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension impaire

1. Soient M et N deux matrices de F et A € R, alors {(AM + N) = XXM +! N =AM + N =AM + N,
donc AM + N € F et par conséquent F est un sous-espace vectoriel réel.

2. Soit M = (aix)1<1,k<n une matrice de F, alors VI € {1, ...,n}, ay = @ et ay; = Gy pour k # I. Donc si
on pose ay; = Ay + 1By, alors on a d’une maniére unique :

M= auBu+)_ Au(Ewx+ Eiw) + Y Buli(Ew — Eu).
k=1 k<l k<l

(n—1)

On déduit facilement dim F = n + 22
3a. Il est clair que les applications u et v sont linéaires. Si M € F,on a

= n?, entier impair.

(M) = S(MA+AM)

= %(MtA +AM) = u(M),

donc u(M) € F. De méme v(M) € F et par conséquent u et v sont des endomorphismes de F.
3b. Soit M € F, alors

u(w(M)) = u (;(AM +? A))
= Yaltoav - mw@m| v Ljan - mA)'a
2 2 2
_ L )2
De méme vu(M) = % (A*M — M("A)?), et par conséquent uv = vu.

u et v sont deux endomorphismes commutables de I’espace vectoriel 7, de dimension impaire n?, car n



est impaire. Donc d’apreés la question A.3, u et v possedent au moins un vecteur propre commun.
3c. Les conditions u(My) = AMj et v(My) = pMj sont équivalentes a

AMy + MEA = 20M,
AM() — MéZ = 22/1M(]

Donc ona AMy = (A + ip) Mp.

Posons My = [C1, Cy, ...,Cy] avec C1, Cy, ..., C), les colones de My. Comme My # 0, il existe [y € [1, n] tel
que Cj, # 0, alors on a nécessairement AC), = (A + ip)Cy,, c’est-a-dire A + iy est une valeur propre de
A.

4a. Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel complexe de dimension impaire et A sa matrice
dans une base quelconque, d’apres la derniére question A admet une valeur propre, ce qui est équi-
valent a dire que f admet une valeur propre.

4b. Soient u et v deux endomorphismes commutables, donc, d’apres la derniére question, leur spectres
sont non vides, le méme raisonnement de la question A.3 s’applique.

C. Etude du cas général

CI. Etude de I’assertion (i) de P,

1. Il est clair que G est un C-espace vectoriel de M,,(C), de plus si M = (axi)1<k,i<n € G, alors 2a;; = 0
-1

pour tout i et ay; = —ayy, pour k < [, donc G est de dimension M

2a. Il est clair que les applications u et v sont linéaires. Si M € G, on a

Huw(M)) = 'M'A+AM
= M A+ AM = —u(M),

donc u(M) € G. De méme v(M) € F et par conséquent u et v sont des endomorphismes de F.
Soit M € F, alors

u(w(M)) = u(AM + M"'A)
A(AM 4+ M'A)*'A
A2MTA+ AM(TA)?

De méme uv(M) = A2M?A + AM (*A)?, et par conséquent uv = vu.

2b. u et v sont deux endomorphismes commutables de I'espace vectoriel complexe F, de dimension

n(n —1)
2

moins un vecteur propre commun.

2ci. Les conditions u(Ng) = ANy et v(Ng) = uNy sont équivalentes a

= 2714, avec ¢ entier impaire. Donc d’apres ’hypothése de récurrence u et v possedent au

ANy + NLA = 2XN,
AN[t)A = Qi/LNO

Donc on multipliant la premiere équation par A et on utilisant la deuxieme équation, on obtient
A%Ny 4 uNy — MAN, = 0,
ou encore
(A% + pul, — ANA)Ny = 0.
2cii. La condition (4% — MA + pA)Ny = (A — al,,)(A — B1,,) Ny = 0 entraine nécessairement
(A= al,)(A— BL,)W = 0.
2ciii. Sia n’est pas une valeur propre de A, alors A — o, est inversible, donc (4 — GI,,)W = 0 et comme

W # 0, alors (3 est une valeur propre de A. Ainsi on a montré que toute matrcie, et par conséquent tout
endomorphisme, admet au moins une valeur propre.



CII. Etude de I'assertion (i) de P;,

1. D’apres la partie CI, Sp(g) est non vide, donc si f est une homothétie, alors tout vecteur propre de g
est un vecteur propre de f.

2a. Les deux sous-espaces F et F; étant stables par f et g. Soient f; et g; les endomorphismes de F; (
ou F; ) induites par f et g, I'hypothése de récurrence nous permet d’affirmer que f; et g; ont un vecteur
propre commun, un vecteur propre de f1(resp : g1) est un vecteur propre de f (resp : g).

2b. Les hypotheses entrainent 0 < dim F; < 2*p et 0 < dim F» < 2*p. D’apres le théoreme du rang on a
2Fq + 2%r = 2Fp, donc nécessairement ¢ + r = p et par conséquent ¢ < p car r > 0. Ainsi on peut utiliser
un raisonnement par récurrence descendant.

D. Retour au théoréme fondamental de I’algebre

n—1
1. Montrons par récurrence sur n que x4(X) = (—1)" <X” - > aka> . Pour n = 1, c’est évident.
k=0
Supposons le résultat vrai au rang n—1, montrons le au rang n. En développant par rapport a la premiére
ligne, on a

—-X 0 0 ag
1 -X 0 aq
XA(X) = 0 1 =
-X Ap—2
0 0 1 Qp—1 — X
-X 0 0 aq 1 =X 0
1 =X 0 as 0 1 0
-X| 0 1 : —(=1)"ag| 0
: : -X Un—2 C -X
0 0 1 a1 —X 0 0 0 1
et donc d’apres 'hypothese de récurrence
xa(X)=(-1D)"X (X"t —q, 1 X" 2~ .. —a)+ (=1)"ap = (-1)"(X" —a, 1 X" P — ... —a1 X — ap).

2. D’apres 'étude précédente, I'endomorphisme f admet au moins une valeur propre, autrement dit,
son polyndme caractéristique (—1)" P admet au moins une racine.

n—1
3. Soit P un polyndme non constant, que 1'on peut supposer unitaire, soit P = X" — > ax X*. Alors
k=0
on peut lui associer un endomorphisme f de matrice de type A et d’apres la question précédente, f
admet au moins une valeur propre, c’est-a-dire son polynéme caractéristique admet une racine. D’oi1 la
démonstration du théoréme fondamental de 1’algebre.
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