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EXERCICE
1. (a) La fonction f : (z,y) — Y est de classe C? sur R* x R et la fonction est de
X

classe C? sur R, donc g = ¢ o f est de classe C? sur R* x R.

On calcule 5 5
B ()Y a(2)2

or " \&)or z) x?

m=d(H5=s1);
® d%g v\ Yy
=" () H+2 ()

0x? x/ x4 3

2 2
5= ()

2. L’équation différentielle (1) s’écrit encore sous la forme ((1 + *)z’) = t, donc
1 1 1

(1+t?)a’ = 3t +couc € R. Donc 2/(t) = 37315 e +1 j ot Donc les solutions

1
de (1) sur R sont de la forme z(t) = §t + Aarctan(t) + p ot (A, u) € R%

3. (a) g verifie '’équation (2) si et seulement si

Pg  Pg_ L (y\Y Y\ Y (1N

O B () () 5o () (1) -2

3x2+3y2 S0<x>x4+gp x x3+('0 x/ \x a3
en multipliant par 2%, on obtient

2
xr/ T xr/ X i i
et si on pose t = Q’ on obtient alors (1 +t%)"(t) + 2t¢'(t) = t. Donc ¢ verifie

T
I'equation différentielle (1).
1
(b) Dapres ce qui est précede ¢(t) = §t + carctan(t) et par conséquent g(z,y) =

%) (g) _ + carctan (g)
T 2z x
(c) On peut vérifier facilement que les fonctions de type (z, y) — 2&—1—0 arctan (g>
x x
ot ¢ € R sont des solutions de (2). La solution générale de (2) est donc:

3 (=)
- t =
(z,y) — 5, T carctan (
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PROBLEME
1°¢ Partie
Approximation par les polynéomes de Lebesque

A. Une relation entre coefficients binomiaux

1. Pour choisir une partie a n éléments de E U F, il y a (3, , possibilités, d’autre part
on peut former une partie a n éléments, en ch0151ssant p éléments de E ( p entier
tixé entre 0 et m ) et on complete par n — p éléments de I'ensemble F'. Ceci se
traduit par 1'égalité entre les cardinaux :

Z[Jp[_';n p_

ala—1)..(a—k+1)
k!
est une application polynomiale de degré n, et par conséquent 1’application

2. (a) Pour tout « réel et tout entier naturel k, o — Cf =

n
a — L2 — ST CeCn 7 est de degré inféreieure ou égal a n, et d’apres la
question précdente elle s’annule pour tout entier m > n.

(b) Lapplication o — C% — >~ (2C"~? étant non nulle et admettant une infinité
p=0
de zéros, donc elle est nulle, c’est-a-dire , pour tout a réel, on a :

ZCPER »=(n

p=0
B. Recherche d’un équivalent

1. Comme la suite (wy, ),en €st sommable, alors la série ) | w,, est absolument conver-
neN
gente donc converge et par conséquent lim w,, = 0, donc il existe ny € N, tel que

n—oo

pour tout n > ng,onal+ w, > 0.
D’autre part, si n > ng

Ina,. 1 —Ina, =In(1+ w,) ~ w,

et encore
[Ina, 1 —Ina,| ~ |w,|

doncla série ) (Ina,i; —Ina,), converge absolument, donc converge et par suite
neN

lim Ina, = [ existe, ce qui montre que la suite (a,),en converge e' > 0.

n—oo

2. (a) Soitu, = In[(n + 1)7b,41] — In[nb,]. On a

(Y e
= vln(n—i_l)—l—l <1—2+w>
g
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3.

ot la suite (w",,),en st sommable, donc la série ) w, converge et par consé-
neN
quent la suite (In(n"b,,)),en converge, donc la suite (n7b,,),en converge vers

unréel [ > 0.
7 N . 7z 2z l P
(b) D’apres la question précédente, et comme b,, ~ — la série ) b, converge

neN
si et seulement si y > 1.

1
n D 2n—1
(a) Il est clair que pour tout n € N¥, ch = _n2—|— = Z(Z Y
Cnt1 2n —1 3 1. _ 3 1
b) Ona 2= = =1—-—(1--)'=1-"40(=), donc d’apre
(b) Ona Cn 2(n+1) 2n< n) o T (nQ) onc ¢ apres
la question 2. de cette partie, il existe C' > 0 telle que ¢, ~ —— ou encore

n3/2
1/2 —1)n-1

C. Résultat d’approximation

1.

5.

Soit R le rayon de convergence de cette série. On a |(—1)"C,/*| ~ C —> et comme

le rayon de convergence de la série ) Cy/2(—1)mz2m égalal,alors R = 1.
neN

On a, pour tout |z| < 1 et tout entier naturel n non nul, |C}/*(—1)"z"| < L,/

2o 2o 1/2 2. 1/2
et la série numérique ) C/ converge, donc la série ) C/ (—1)"z" converge
neN neN
normalement sur le disque fermé de C, de centre O et de rayon 1.

. Le produit de Cauchy la série 3" Cv/*(—1)"z", par elle méme, donne la série en-

neN
tiére de coéfficient :

an =y (=1C2(-1)"*C.5, = (-1)"C),
p=0
doncag =1,a; = —1eta, = 0 pour tout n > 2. Donc f(2)? =1 — z, pour |z| < 1.
On a pour tout x € [—1,1], f(z)*> = 1 — z, donc f(z)? est non nulle sur | — 1,1]
et par conséquent f ne s’annulle pas sur | — 1, 1|. f étant continue sur | — 1, 1] et
méme sur [—1, 1] (la convergence est uniforme sur [—1, 1] ), donc f garde le signe
de f(0) =1, donc f(x) > Osur | — 1,1] et par suite f(z) = /1 —xzsur| —1,1]et
comme f est continue sur [—1, 1], alors f(z) = /1 — x pour tout = € [—1, 1].
(@) Ona

1/2(1/2=1)...(1/2 —=n+1)

n!
(1-2)(1—-4)..(1=2(n—-1))

n!

(=) (2n)!
(2n —1)27(n!)?
1
_ _1\n—1pn
= ()G, (2n — 1)2n
(b) Siz € [-1,1],alors 1 — 2% € [-1,1] et f(1 —2?) = /1 — (1 — 2?) = |z|.
La suite de fonctions polynomiales (L,,),cn avec

02 —

n

Lo(z) ==Y G2 (=111 — 2k,

k=0
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n’est autre la suite de somme partielle associée a la série de fonctions

> G (-,

neN

et d’apres la question 4., cette suite converge uniformément vers f(1 —2?) =
[]-

2¢me Partie
Approximation par d’autres suites de polynémes plus simples

A. Intégrales de Wallis

1. (a) La fonction t —— cos” t étant continue positive et non nulle sur [0, 7], donc
son intégrale sur [0, 7] est strictement positive.

Il est clair que [, = g et =1.

(b) Une intégration par parties donne :

jus
2

I, = [cos" !z sin x]g + (n— 1)/ cos" 2 wsin®zdr = (n — 1)(I,_o — I,,)
0

(c) En multipliant par I,,_; on obtient :
n]nln_l = (TL — 1)In—ljn—2

c’est-a-dire la suite (nl, 1, 1),en- est constante, donc nl, I, 1 = 11y = 3

2. (a) Sip € Nett € [0,%], alors cosPttt < cos?t et donc 1,1 < I,. D’autre part,
d’apres la question 1. (b) de cette partie, nl,, = (n — 1)I,,_o > (n — 1)I,_y,

n—1 I,
<

donc .
n n—1

(b) D’apres ce qui est précéde, lim

n—o0

= 1,donc I,, ~ I, et par suite de la

n—1

relation /1,1, = 11, = 21, on déduit que Iﬁ ~ 21 et comme /,, > 0, alors

n n
I~y —
2n
B. Etude d’une suite de fonctions
1—(1—1¢)"
t2

par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].

1. Soit n > 1. La fonction ¢ — est continue sur |0, 1] est prolongeable

2. (a) Grace au changement de variable ¢ = sin x, on obtient :

1 3
/ (1 —t3Pdt = / cos tcostdt = Ipyy ;.
0 0

-1

1—(1-t)" |
(b) Pour toutt # 0,on a % = Z(l —t*)P, donc :

vn(l):/o 1_(1_t2 T dt= Z/ (1—t2)P ZIQPH
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(c) Onsait que Iy ~ /17 etlasérie 3 T diverge, donc d’apres le théo-

4p+2
peN

réme de comparaison, les sommes partielles associées sont équivalentes,

c’est-a-dire )
— ndt
Un<1) ~ il ~ ﬁ/ e
— Viap+2 2 Jo Vit

p

1 (™ dt n
Ona - — = [\/Z} , donc v, (1) ~ /nm.
2 0 \/% 0 ( )
3. (a) Onsait que I, = %]Q(n_l) et en écrivant successivement ces relatiosn, on
obtient :
I — 1.23..2n—1)7
T 24.(2n) 2
Donc C
S 2
2n
2Tn - IQn
(b) Comme I, ™ alors G, = 2[ 2 /= _ 1
" on’ o — T o\ an
1
’ N . . n—1fn _ Mn

(c) D’apres la question 5. (a) de la partie 1, ona (—1) 12 = C%m, et

donc | ) .

(‘Un_lﬂ? 2 ™ ~
2T m2n—1 2\/mnd/?
t g tC !
et par conséquent C' = ——
1 .

(d) Onau,(1) = anﬁvn(l) ~1,donc lim u,(1) = 1.

4. (a) Pour tout z et y de [a, 1], on peut écrire :

G, [ P10 | By,
o) = )] = | [ ] < e

Ainsi u,, est k,-lipschitzienne sur [a, 1].
(b) Soitz € [a,1].Ona:

un() = 1] < i) = (D) + (1) = 1
< ke — 1]+ un(1) — 1]
C2 la—1]
<l l -]

n

et comme la suite (u, ),y tend vers 1 et % tend vers 0, alors

lim sup |u,(z)—1] =0

n=00 zela,l]

Donc la suite de fonctions (u,,),>1 converge uniformément vers 1 sur |a, 1].
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1—(1—1¢?)

5. (a) Lafonctiont — étant positive sur [0,1], doncsi0 <z <y <1,

12
T1-(1-1¢ Y1—(1-1¢2 ,
alors / %dt < / %, donc v, est croissante sur [0, 1] et
0 . 0
comme u,, = Q%ZU”’ alors u,, est aussi croissante sur [0, 1].

(b) Puisque u,, est croissante, alors Va € [0,1], 0 < u,(z) < u,(1), d’autre part
(un(1))n>1 est convergente donc bornée par une constante M > 0 et donc

0 < wu,(z) <M.

C. D’autres suites de polynéomes approchant uniformément la valeur absolue sur
[_17 1]

NS PE(42\k
Caopp TRBERE

1
1. Sit#0,0ona > = > =Y CF(-1)*'(#*)*!, d’ou, pour
k=1
xe€0,1]:
x 1— (1 . t2>n n B x 3 n B .',U2k_1
v, (1) = —dt: Bi_lk 1/ t2k1: Cﬁ_lkl—
()/0 2 ;<) () ;(> 2% -1

et par suite
Egn Egn - k k—1 ka—l
U, (T) = ﬁxvn(@") = Son Ch(—-1) T Po(x).
k=1
2. Soit ¢ > 0. Pour tout x € [0,1], on a |P,(z) — z| = |z(u,(z) — 1)] < 2(M + 1),
donc il existe a > 0 tel que 0 < x < a implique z(M + 1) < 5. Sur [a, 1], la suite
de fonctions (uy, ),en- converge uniformément vers 1, et par conséquent la suite
(P,)nen+ converge uniformément vers z — x sur [a, 1], grace a I'inégalite :

|Pu() — 2| < |up(z) — 1.

Donc il existe ng € N tel que n > ny implique, pour tout z € [a, 1], |P,(z) — x| <
Ainsi,

5
lim sup |P,(z) —z| =0
N0 £c0,1]

Siz € [-1,0],alors P,(x) + 2 = P,(—z) — (—x) et par conséquent

sup |P.(x) 4+ z| = sup |P.(t) — t],
z€[—1,0] te(0,1]

ce qui permet de dire que la convergence est uniforme sur [—1,1] de la suite
(Py)nen vers la valeur absolue.
3. On a, pour tout z de [—1,1] :

|Qn(x) — [2]] < [Qn(x) = Palz)| + | Pa(z) — [2]]

Il suffit donc de montrer que la suite (Q),, — P, )nen+ converge uniformément vers
0.Or

n

Qule) = Pala) = 22 3 (1)1 = 1 oty 1

k=1
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et donc

ce qui permet de conclure.

1 1
4. 1l suffit de remarquer que P,(z) = \é?LPn(I), que Q,(z) = ‘[{?"Qn(x) et que
—2n Z2n
22n 22n
G, 1
220 Jmn’
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